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                                                             Кіріспе 
Әдістемелік көмекші құралда математикалық талдаудың  негізгі   бөлімідері  -  тізбектің, функцияның шегін есептеу, функцияның анықталу облысын, туындысын және интегралын табу тақырыптары қарастырылған. 

Бұл пәннің зерттеу объектілері болып алғашқы кезекте функциялар мен функциялық тәуелділіктер болып табылады. Олардың көмегімен табиғат заңдарымен қатар техника, экономика және тағы да басқа салалардағы алуан түрлі құбылыстар сипатталады. Сондықтан берілген тақырыптардың есептеулерінің негізгі қағидаларын, заңдылықтарын білу керек.
Әдістемелік нұсқауларда теориялық және практикалық материалдар мысалдармен өрнектелген. Есептердің нақты шығару жолдары көрсетілген. Бұл студенттердің теориялық материалдарды жақсы ұғынуға, өз бетінше есептер шығаруға көмектеседі. 
Әдістемелік көмекші құрал жоғарғы математика пәнін оқитын студенттерге арналған. Мұнда студенттердің өздік жұмыстарына, және де  оқытушылардың практикалық сабақтарына қолдануына арналған  есептер  ұсынылған. 

1 Бір айнымалысы бар функциялардың дифференциалдық есептеулері
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1.3 Функцияның анықталу облысын табу 
х - сандық айнымалы, Х- оның өзгеру облысы болсын. Егер әрбір                       x
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 санына қандай да бір у саны сәйкесінше қойылса, онда Х жиынында функция анықталады деп айтады да,   y =f(x) деп жазады. Х жиынын – f(x) функциясының анықталу облысы, х  –  тәуелсіз айнымалы (немесе функция аргументі), ал х айнымалысының мәніне сейкес келетін у саны – функциядағы х нүктесіндегі дербес мәні деп аталады.Функцияның Y сәйкестігінің барлық дербес мәндер жиыны-  f(x) функциясының мәндер жиыны деп аталады.

Анықтама: Аргументтің y =f(x) функциясы анықталған және нақты сандар қабылдайтын барлық мәндердің жиыны осы функцияның анықталу облысы деп аталады және   D(f)     таңбасымен белгіленеді. 

y =f(x)  функциясының барлық мәндерінің жиыны оның өзгеру облысы деп аталады және   E(f)    таңбасымен белгіленеді.
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            2.2    Функциялардың кесіндідегі ең үлкен және ең кіші мәндері 
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                  2.3  Функцияның дөңестігі. Иілу нүктелері. Асиптоталар.
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    демек, 
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                            2.4 Функцияны зерттеу және оның сүлбесін салу

       Функцияны зерттеп, оның графигін салу жұмысын келесі ретпен жүргізуге болады.

1) Функцияның анықталу аймағын анықтау. Оны жұп, тақ, периодтылыққа зерттеу. Графиктің координат өстерімен қиылысу нүктелерін табу;

2) Функцияны үзіліссіздікке зерттеу.

3)  Функцияның асимптоталарын табу.

4)  Өсу, кему аралықтарын, экстремумдерді табу.

5)  Ойыс, дөңес аралықтарын, иілу нүктелерін табу.

6) Табылған үзіліс нүктелерін, күдікті нүктелерді олардың арасындағы аралықтарды көрсетіп, кесте салу. Әрбір аралықта функцияның сипаты кескінделеді.

7) Қажет болған жағдайда, график дәлірек болуы үшін, функцияның аралық мәндерін таба отырып, функция графигінің эскизін салу.

3 Бір айнымалы функцияның интегралдық есептеулері. 

3.1 Анықталмаған функцияның қасиеттері. Негізгі интегралдар кестесі. Интегралдау әдістері.

Анықтама. Егер қайсы бір аралықта F(x) функциясының туындысы f(x) функциясына тең болса, онда F(x) функциясын f(x) функциясының алғашқы функциясы деп атайды:                         
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Теорема. Егер F(x) функциясы f(x) функциясының алғашқы функциясы болса, онда F(x)+C, мұндағы С - кез келген тұрақты, функциясы да алғашқы функция болады.

Анықтама. f(x) функциясының барлық алғашқы функцияларын f(x) функциясынан алынған анықталмаған интеграл деп атайды және оны
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таңбасымен белгілейді. Жоғарыдағы анықтаманы және теореманы ескеріп, былай жазуға болады:
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мұндағы С кез келген тұрақты.

Анықталмаған интегралдың қасиеттері:

1. Анықталмаған интегралдың туындысы интеграл астындағы функцияға тең:
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2. Анықталмаған интегралдың дифференциалы интеграл астындағы өрнекке тең:             
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3. Туындыдан интеграл алғанда:         
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4. Дифференциалдан интеграл алғанда:    
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5. Тұрақты көбейткішті интеграл таңбасының алдына шығаруға болады:
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6. Алгебралық қосындының интегралы интегралдардың қосындысына тең:


[image: image704.wmf]1212

((()()()()

fxfxdxfxdxfxdx

±=±

òòò


Негізгі интегралдар кестесі:

1. 
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3.2 Интегралдаудың негізгі әдістері
1. Жіктеу арқылы интегралдау әдісі (тікелей интегралдау).

Бұл әдіс интеграл астындағы функцияны алгебралық қарапайым қосындыларға жіктеп, олардың әрқайсысы үшін алғашқы функцияны тікелей анықтама бойынша табуға негізделген. 

Мысал: 
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2. Айнымалыларды ауыстыру әдісі.

Бұл әдіс күрделі функцияның туындысына негізделген. Бұл әдістің негізгі мақсаты – интеграл астындағы өрнекті неғұрлым қарапайым түрге келтіру. 

Теорама. f(x) функциясы қайсы бір х аралығында анықталған және оның алғашқы функциясы F(x) бар болсын. 
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 функциясы t аралығында анықталған және дифференциалданатын болсын. Сонда 
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 функциясы f(x) функциясының алғашқы функциясы болады, яғни 
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1.     Бөліктеп интегралдау әдісі.
Бұл әдіс интеграл астыңда екі немесе одан да көп функциялардың көбейтіндісі болып келген жағдайда қолданылады. Бұл әдіс негізінен мынадай жағдайларда қолданылады:

2. Интеграл астындағы функция: а) көпмүшенің көрсеткіштік, логарифмдік, тригонометриялық немесе кері тригонометриялық функцияларға көбейтіндісінен тұрған жағдайда; б) көрсеткіштік және тригонометриялық функциялар көбейтіндісінен тұрған жағдайда; 

3.   Интеграл астындағы функция тек кері тригонометриялық функция болған жағдайда;

4.   Бөліктеп интегралдауда кей жағдайларда оң жақтағы интеграл сол жақтағы интегралдан тек коэффициентімен ғана айрықшаланатын болуы мүмкін. Бұл жағдайда оны теңдіктің сол жағына шығарып, (көпмүшеліктегі ұқсас мүшелерді топтастырған сияқты), іздеп отырған интегралды табамыз.

Бөліктеп интегралдау формуласы мынадай: 
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3.3 Рационал және иррационал функцияларды интегралдау

.

I. Бөлшек рационал функция немесе жәй ғана рационал бөлшек деп екі көпмүшенің мына 
[image: image726.wmf]()
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түрдегі қатынасын айтады. Мұндағы 
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 көпмүше m дәрежелі, ал 
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 көпмүшесі n дәрежелі. Бұл жерде егер 
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 болса, онда бөлшекті бұрыс, ал m<n болса, онда бөлшекті дұрыс дейді. Бұрыс бөлшекті әр уақытта дұрыс бөлшекке келтіруге болады. Ол үшін оның бүтін бөлігін бөліп шығару керек.

Сонымен, рационал бөлшекті интегралдау дегеніміз дұрыс бөлшекті интегралдауға келтіреді екен.

Мына түрдегі 
[image: image730.wmf]22

1.;2.,(2,3,...);

()

3.;4.,(2,...)

()

n

n

AA

n

xaxa

AxBAxB

n

xpxqxpxq

=

±±

++

=

++++


бөлшектерді қарапайым бөлшектер деп атайды. Мұндағы A,B,a,p,q,n – нақты сандар.

Кез келген дұрыс рационал бөлшекті осы қарапайым бөлшектердің санаулы қосындыларына жіктеуге болады. Ендеше рационал бөлшекті интегралдау осы қарапайым бөлшектерді интегралдауға келтіреді екен.

Енді осы қарапайым бөлшектердің әрқайсысын қалай интегралдау керектігіне тоқталайық:
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түріндегі интегралда егер бөлшектің алымы бөлімінің туындысы болса, онда интеграл кесте түріне келеді. Ал бөлшектің алымы бөлімінің туындысы болмаса, онда бөлімінің туындысын бөліп алатындай етіп түрлендіру керек. Сонда берілген интеграл екі интегралдың қосындысы түріне келеді, оның біреуі бірден интегралданады, ал екіншісі алдыңғы қарастырған интегралға келеді.

4-түрдегі интегралда да осындай түрлендіру жүргізіп, интегралды екі интеграл қосындысына жіктейміз.

   Мысал.  
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Тәуелсіз айнымалының немесе оның қайсы бір өрнегі бөлшек дәрежеде болатын функцияны иррационал функция деп атайды. Бұл функцияларды интегралдау үшін оларды рационал функцияға келтіру керек. Сондықтан да берілген иррационал өрнекті рационалдау үшін айнымалыны алмастыру қажет. Осы жағдайлардың кейбір қарапайым түрлерін қарастырайық:

1) Интеграл астындағы функцияда тәуелсіз айнымалы х бөлшек дәрежеде болып келеді, яғни 
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Бұл жағдайда 
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 бөлшектердің ортақ бөлімі n болса, онда 
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 алмастыруын жасап, интеграл астындағы иррационал функцияны рационал түрге келтіреміз. Алмастырудан 
[image: image736.wmf]1
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. Осы х-тің мәнін және dx-тің мәнін берілген интегралға апарып қоямыз. Сонда интеграл астындағы жаңа функция рационал функция болады, ал оны интегралдауды білеміз.

2) Интеграл астында сызықтық ax+b түріндегі екі мүше бөліндісі бөлшек дәрежесінде болса, яғни 
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Бұл жағдайда да 
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 бөлшектердің ортақ бөлімі n-ді тауып, бөлшекті жаңа z айнымалысымен алмастырамыз:   
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 тауып, осыларды интегралға апарып қойып, ықшамдаған соң, интеграл астындағы функция рационал болып шығады.

3.4 Тригонометриялық функцияларды интегралдау 
Мына түрдегі функцияларды қарастырамыз:

1.  
[image: image741.wmf]sincos
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, мұндағы m,n- бүтін сандар.         (1)


Бұл интегралды табуда екі түрлі дербес жағдайлар болуы мүмкін:

1) егер m- тақ және оң сан болса, онда cosx= z ауыстыруын жасаймыз;

2) егер n- тақ және оң сан болса, онда sinx=z ауыстыруын жасаймыз. Сонымен бірге, бұл жағдайларда 
[image: image742.wmf]22
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 формуласын пайдаланамыз.

2.  (1) интегралдағы m,n екеуі де жұп сандар (бірі нөл болуы да мүмкін) болған жағдайда тригонометрияның мына 
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формулаларын пайдаланады.

3.  (1) интегралдағы m,n сандары жұп және ең болмағанда біреуі теріс сан болса, онда tgx=z немесе ctgx=z ауыстыруын жасайды.

4. Енді 
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, яғни әр түрлі аргументті синустар мен косинустардың интегралын табамыз. Ол үшін тригонометрияның мына 
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формулалары қолданылады.

5. 
[image: image746.wmf](sin,cos),
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 мұндағы 
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 рационал функциялар болып саналады. Бұл жағдайда  берілген интеграл әмбебап деп аталатын
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ауыстыруы арқылы рационал функцияның интегралына келтірілетін болады. Бұл жағдайда мына формулалар қолданылады:
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3.5 .Анықталған интеграл, қасиеттері. Ньютон-Лейбниц формуласы.
Мектеп бағдарламасынан кез келген қисықпен шектелген жазық фигураның ауданын табуды білеміз. Жоғарғы жағынан 
[image: image750.wmf]()
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 функциясының графигімен, төменгі жағынан ОХ өсінің 
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 кесіндісімен, ал екі жағынан x=a және x=b түзулерімен шектелген фигураның ауданын табу үшін бұл қисық сызықты трапецияны п бөлікке, яғни кішкене тік төртбұрыштарға бөлеміз. Осы тік төртбұрыштардың аудандарының қосындысының шегі ізделінді ауданды береді, яғни 
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,  мұндағы 
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бөліктердің ұзындықтарының ең үлкені.

Осы сияқты стерженнің массасын анықтау, айнымалы күштің жұмысын табу есептері қосындының шегін табуға әкеледі.

Жоғарыдағы айтылған есептерден анықталған интеграл ұғымына келеміз.

Анықтама.
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 анықталған және үзіліссіз 
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 функциясын қарастырайық. Осы аралықты п бөлікке бөлеміз. Әрбір бөліктен кез келген 
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 нүктесін аламыз. Сөйтіп, функцияның 
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 мәнін есептейміз де, 
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,    қосындысын құрамыз. Бұл қосындыны интегралдық қосынды деп атайды. Егер 
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 ұмтылғанда 
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 интегралдық қосындының шегі бар болса, онда бұл шекті f(x) функциясынан (a;b) аралығы бойынша алынған анықталған интеграл деп атайды және оны былай белгілейді: 
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, мұндағы a-интегралдың төменгі шегі, b-интегралдың жоғарғы шегі, f(x)-интеграл астындағы функция, f(x)dx- интеграл астындағы өрнек деп аталады.

Анықталған интегралдың қасиеттері

1.  
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2.  
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3. Егер 
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 болса, онда  
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4. Егер 
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 кесіндісінде 
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7.  Орта мән туралы теорема. Егер 
[image: image771.wmf]()
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 функциясы 
[image: image772.wmf][

]

;

ab

 кесіндісінде үзіліссіз болса, онда осы кесіндіде бір 
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 нүктесі табылып,
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теңдігі орындалатын болады.

Анықталған интегралды есептеуде Ньютон-Лейбниц формуласы деп аталатын формула қолданылады, ол мынадай: 
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Сонымен, анықталған интегралды есептеу үшін интеграл астындағы функцияның алғашқы функциясын табу жеткілікті болды. Ал оны табу анықталмаған интеграл болатын. Ендеше, анықталмаған  интегралды есептеуге қолданылатын әдістер (тікелей интегралдау, айнымалыны алмастыру және бөлімшелеп интегралдау) анықталған интегралдарды да есептеуге пайдаланылатын болады. Тек, айнымалыны алмастыру әдісін қолданғанда анықталмаған интегралда бұрынғы айнымалыға қайта көшу керек болса, анықталған интегралда оны істеудің қажеті жоқ. Алмастыру бойынша жаңа айнымалының шектерін табу жеткілікті. 

Айнымалыны ауыстыру. Ескерте кететін бір жағдай: интегралдау айнымалысын басқа бір тәуелсіз айнымалысымен ауыстырғаннан анықталған интеграл өзгермей қалады: 
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Теорема. Айталық, f(x) функциясы 
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 сегментінде үздіксіз болсын. Ал, 
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 функциясының, 
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 сегментінде үздіксіз туындысы бар болсын және де 
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Бөліктеп интегралдау. Егер 
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 функциялары 
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 аралығында дифференциалданатын болса, онда, 


[image: image786.wmf]bb

b

a

aa

udvvdu

uv

=-

òò


Бұл формуланы анықталған интегралды бөліктеп интегралдау формуласы деп атайды. 
3.6 Меншіксіз интегралдар. Анықталған интегралдың                            қолданылуы
Меншіксіз интеграл дегеніміз үзіліссіз функциядан алынған интегралдау шектері шексіз болатын анықталған интеграл. 

Анықтама. f(x) функциясы 
[image: image787.wmf][

)

;

a

¥

 жартылай шексіз аралығында анықталған және оның кез келген ішкі бөлігінде 
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 интегралданатын болсын деп ұйғарайық. Сонда, егер 
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, (1) бар болатын болса, оны бірінші текті меншіксіз интеграл деп атап, оны 
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таңдасымен өрнектеп жазады және (1) меншіксіз интегралды жинақты деп атайды. Егер (1) шек болмаса немесе шексіздікке тең болса, онда меншіксіз интеграл болмайды немесе жинақсыз деп аталады. 

Осы сияқты 
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 интегралдарын да анықтауға болады. 

Анықтама. f(x) функциясы 
[image: image792.wmf][
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 жарты аралығында анықталған болсын. x=b нүктесінің сол жақ маңында берілген функция f(x) шектелмеген, ал бірақ кез келген 
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 ішкі аралығында шектелген болса, онда ол нүктені ерекше нүкте деп атайды. 
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 кесіндісінде f(x) функциясы интегралданатын функция деп ұйғарылады. Сонда қандай да бір мейлінше аз 
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, (3) шегі бар болса, онда оны екінші текті меншіксіз интеграл деп атап, оны 
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түрінде жазады. Міне осы жағдайда (4) бар болады немесе жинақты деп аталады. Егер (3) шектің нақты шегі жоқ немесе шектеусіз үлкен болса, онда (4) интеграл жоқ болады немесе жинақсыз деп аталады.

3.7 Анықталған интегралдың қолданылулары

1. Жазық фигураның ауданын есептеу.
 а)  Үстіңгі жағынан 
[image: image798.wmf]()
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 функциясының графигімен, төменгі жағынан ОХ өсінің 
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 кесіндісімен, ал екі жағынан x=a және x=b түзулерімен шектелген фигураның ауданын 
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формуласымен есептейді, егер 
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 кесіндісінде 
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  б) Ал егер 
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 кесіндісінде 
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 болса, онда ізделінді аудан мына формуламен табылады: 
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  в)   
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 қисықтарымен, x=a және x=b түзулерімен қоршалған фигураның ауданын табу үшін мына формула қолданылады:
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1. Доға ұзындығын есептеу.
Доға 
[image: image808.wmf]()
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 теңдеуімен берілсін. Осы қисықтың А және В нүктелерімен шектелген доғасының ұзындығын табу керек. Ол мына формуламен табылады:
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Егер АВ қисығы 
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 параметрлік теңдеулерімен берілсе, онда (4) формуланы мына түрде жазуға болады: 
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1. Дененің көлемін оның көлденең қимасының ауданы арқылы табу.
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3.2. Интегралды есептеңіз:
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3.3  Интегралды есептеңіз:
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3.4  Интегралды есептеңіз:
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3.5 Интегралды есептеңіз:
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1.4 Функцияның анықталу облысын табу керек
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                                                       Қорытынды

         Функция аса маңызды математикалық ұғымдардың бірі және де ол заттар мен құбылыстардың өзара байланысын бейнелейді. Бүгінде функцияны анықтаудың әр түрлі жолдары белгілі. Солардың бірінде функция ұғымы бастапқы ұғым ретінде алынады.
Функция деп бір X жиынын екінші Y жиынына бейнелеуді түсінеді. Бұл жайдайда xєX элементпен yєY болатын, бір және тек бір ғана элемент жұп түзей алынатына ерекшеленеді. Сонда функцияны белгілеп көрсету үшін , φ, ψ және т.с.с. символдар пайдаланады. Ал X жиыны функцияның анықталу облысы және Y жиынын функцияның мәндерінің облысы деп атайды.
       Анықталу облысы X және мәндерінің облысы Y болатын (x) функцияны символдар арқылы мына түрде X → Y немесе айнымалылардың көмегімен x є X → y є Y деп белгілейді, сонда функция мәнінің белгісі у-тің орнына символын жиі қолданады. Кейде X жиыны элементтерін функцияның аргументі деп атады да, y-ті аргумент x-тің немесе айнымалы x-тің функциясы дейді. 
       Функция ұғымы анықтамалары, теоремалары ұлы ғалымдардың, математиктердің еңбектерінде зерттеу нысандары болып келе жатқандығы белгілі, сол зерттеулерге сүйене отырып функция ұғымына зерттеу жүргізу математикалық талдаудың негізі  болып табылады. Функция ұғымы математика ғылымында өзіндік орны бар, күрделі әрі кең ауқымды тараулардың бірі. Ұлы математиктердің, ғалымдардың (Г.В.Лейбниц, И.Бернулли, Л.Эйлер т.б.) еңбектері жаңа бағыттағы зерттеулер үшін, тың бастамашыл тұжырымдарымен маңызды. Зерттеушілеріміздің тұжырымдарын жалғастыра зерделеу – уақытымыздың өзекті мәселесі. Әдістемелік көмекші құралда функцияның шегін есептеу, функцияның анықталу облысын, туындысын және интегралын табу қарастырылған. Бұларды табудағы негізгі қағидалар, ережелер, заңдылықтар қамтылған. Көрсетілген тақырыптарға қатысты көптеген есептердің шығарудың жолдары көрсетілген
                                        Қолданылған әдебиеттер тізімі
1 Ильин, В. А., Садовничий, В.А., Сендов, Б. Математический анализ, т. 1,2.-
     М..:   МГУ, 2004 .- 659 б.
2 Темірғалиев, Н.Т. – Алматы: Мектеп, 1987, 1 бөлім, -84 б.
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