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Введение
         Теория дифференциальных уравнений является одним из самых больших разделов современной математики. Чтобы охарактеризовать ее место в современной математической науке, прежде всего, необходимо подчеркнуть основные особенности теории дифференциальных уравнений.

Первая особенность теории дифференциальных уравнений  - ее тесная связь с приложениями. Вторая особенность теорий дифференциальных уравнений является ее связь с другими разделами математики, такими, как функциональный анализ, алгебра и теория вероятностей.

Целью настоящего издания является оказание помощи студентам в формировании их математического мышления, выработке практических навыков для решения задач по дифференциальным уравнениям.
В учебно-методическом пособии представлены способы решения дифференциальных уравнений в физике, химии, биологии и других отраслях науки, а также задачи для самостоятельного решения.

       Работа состоит из четерех  частей:

–в теоретических частях рассматриваются основные понятия дифференциальные уравнения в приложениях, применения этих уравнений в разных отраслях;
        –в практических частях рассмотрены многочисленные примеры и методика решения задач  по тематике, а также задачи для самостоятельного решения.
1 Обыкновенные дифференциальные уравнения и их классификация

1.1 Основные понятия и определения

Уравнение называется дифференциальным, если кроме независимых переменных и неизвестных функций этих переменных оно содержит производные неизвестных функций (или их дифференциалы).

Дифференциальное уравнение называется обыкновенным, если неизвестные функций зависят от одной независимой переменной.

Порядком дифференциального уравнения называется наивысший порядок производной неизвестной функций, входящей в уравнение.

Решением дифференциального уравнения называется система функций, подстановка которых вместо неизвестных обращает уравнение в тождество.

В случае обыкновенных дифференциальных уравнений решения могут быть общими, частными и особыми.

Общими решениями дифференциальных уравнений называются решения, содержащие столько произвольных постоянных, каков порядок уравнения.

Частными решениями дифференциальных уравнений называются решения, получающиеся из общих при частных значениях произвольных постоянных.

Особыми решениями дифференциальных уравнений называются решения, которые вообще не содержатся в общих решениях, т.е. не получаются из них при частных значениях произвольных постоянных.
1.2 Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка

Обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида
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где F – известная функция трех переменных, x – независимая переменная, y – неизвестная функция, y' – ее производная.
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- неявный вид уравнений.

Обыкновенные дифференциальные уравнения, разрешенные относительно производной, т.е. уравнения вида
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называют уравнениями в нормальной форме (в явном виде).

Функция 
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 при всех x из (a,b) называется решением дифференциального уравнения, если она при подстановке в уравнение обращает его в тождество.

Соотношение 
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называется общим интегралом уравнения, если y как неявная функция – решение дифференциального уравнения.

Частный интеграл получается из общего при частном значении C.

Особый интеграл не содержится в общем интеграле.

График решения дифференциального уравнения называют интегральной кривой.

Условия 
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 в силу которых функция 
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 принимает заданное значение 
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 в заданной точке 
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, называют начальными условиями решения.

Если дифференциальное уравнение первого порядка 
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, имеет решение, то решение у него, вообще говоря, бесконечно много и эти решения могут быть записаны в виде 
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, где С – произвольная константа.

Выражение 
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 называют общим решением дифференциального уравнения первого порядка если:

- при всех допустимых значениях C функция 
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 является решением уравнения 
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- при любых начальных условиях решения существует единственное значение константы 
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 удовлетворяет данным начальным условиям 
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Выражение 
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 называют частным решением дифференциального уравнения первого порядка. Оно получается из общего решения 
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 при определенном значении константы 
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Задача об отыскании частного решения дифференциального уравнения называют задачей Коши.

Геометрически общее решение 
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 - система интегральных кривых на плоскости Oxy, зависящее от одной произвольной постоянной C, а частное решение 
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 - одна интегральная кривая этого семейства, проходящая через заданную точку 
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Уравнение с разделенными переменными называется уравнение вида
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где 
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 - непрерывные функции.

Переменными здесь считаются величины x и y. Это самый простой тип уравнений. Решение его находится непосредственным интегрированием:
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где C – произвольная постоянная.

Уравнением с разделяющимися переменными называется уравнение вида


[image: image30.wmf].

)

(

)

(

1

2

y

f

x

f

dx

dy

=


В уравнении переменные не разделены, однако, умножив обе его части на 
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, приходим к уравнению с разделенными переменными.

Переменные легко разделить, если уравнение записано в дифференциальной форме и имеет вид
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Если ни одна из функций 
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 не равна тождественно нулю, то в результате деления исходного уравнения на 
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Почленное интегрирование последнего уравнения приводит к соотношению
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которое и определяет (в неявной форме) решение исходного уравнения.

Уравнение вида
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где p(x) и f(x) – непрерывные функции, называется линейным дифференциальным уравнением первого порядка.

Если 
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, то уравнение называется линейным неоднородным, а если 
[image: image39.wmf]0

)

(

=

x

f

 - линейным однородным.

Общее решение однородного уравнения 
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 легко получается разделением переменных:
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или
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где C – произвольная постоянная.

Общее решение линейного неоднородного уравнения можно найти исходя из общего решения соответствующего однородного уравнения методом Лагранжа, варьируя произвольную постоянную, т.е. полагая 
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, где C(x) – некоторая дифференцируемая функция от x.

Для нахождения C(x) нужно подставить y в исходное уравнение, что приводит к уравнению
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Отсюда
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где C – произвольная постоянная. Тогда искомое общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид
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Линейные уравнения первого порядка можно интегрировать также методом Бернулли. С помощью подстановки 
[image: image47.wmf]uv

y

=

, где u и v – две неизвестные функции, исходное уравнение преобразуется к виду
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Пользуясь тем, что одна из неизвестных функции (например, v) может быть выбрана, совершено произвольно (поскольку лишь произведение uv должно удовлетворять исходному уравнению), за v принимают любое частное решение уравнения 
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Тогда предыдущее уравнение примет вид
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то есть 
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откуда


[image: image55.wmf].

)

(

)

(

dx

e

x

f

C

u

dx

x

p

ò

+

=


Общее решение исходного уравнения находится умножением u на v:
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Уравнение (нелинейное) вида
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где 
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, называется уравнением Бернулли. Его можно преобразовать в линейное уравнение, производя замену неизвестной функции при помощи подстановки 
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При интегрировании конкретных уравнений Бернулли их не надо предварительно преобразовывать в линейные, а сразу применять либо метод Бернулли, либо метод вариации произвольной постоянной.

Дифференциальное уравнение
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где 
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, называется уравнением в полных дифференциалах, т.е. левая часть такого уравнения есть полный дифференциал некоторой функции 
[image: image63.wmf])

,

(

y

x

u

 в односвязной области. Если это уравнение переписать в виде 
[image: image64.wmf]0

=

du

, то его общее решение определяется равенством u=C. Функция 
[image: image65.wmf])

,

(

y

x

u

 может быть найдена по формуле

[image: image66.wmf]ò

ò

+

=

x

x

y

y

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

u

0

0

.

)

,

(

)

,

(

0


При этом в последней формуле нижние пределы интегралов (
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 не выполняется, то в некоторых случаях можно привести рассматриваемое уравнение к указанному типу умножением его на так называемый интегрирующий множитель, который в общем случае является функцией от x и y: 
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. Если у данного уравнения существует интегрирующий множитель, зависящий только от x, то он находится по формуле
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где отношение 
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 должно являться функцией только от x. Аналогично, интегрирующий множитель, зависящий только от y, определяется по формуле
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где 
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 должно являться функцией только от y (отсутствие в этих отношениях в первом случае y, а во втором x является признаком существования интегрирующего множителя рассматриваемого вида).
1.3 Обыкновенные дифференциальные уравнения высших порядков

Обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка называется уравнение вида
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где F - известная функция (n+2) переменных, x - независимая переменная, y - неизвестная функция, n - порядок уравнения.

Обыкновенные дифференциальные уравнения, разрешенные относительно старшей производной - уравнения, записанные в нормальной форме:
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Функция 
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 называется решением дифференциального уравнения n-го порядка, если она n раз непрерывно дифференцируема на промежутке 
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 и удовлетворяет уравнению для всех x из 
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Общим решением уравнения называется функция 
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, содержащая n произвольных постоянных и обращающая уравнение в тождество.

Соотношение, 
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 определяющее общее решение как неявную функцию независимой переменной, называется общим интегралом уравнения.

График решения дифференциального уравнения называют интегральной кривой дифференциального уравнения.

Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет, вообще говоря, бесконечное множество решений. Чтобы выделить единственное решение уравнения, т.е. решить задачу Коши, достаточно определить начальные условия:
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При определенных ограничениях на правую часть уравнения эта задача имеет единственное решение.

Теорема (о существовании и единственности решения):

Если правая часть уравнения (1) – функция f – непрерывна вместе со своими частными производными по аргументам 
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, то уравнение имеет решение 
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Теорема существования и единственности решения задачи Коши (Теорема Пикара).

Пусть дано уравнение n-го порядка, разрешенное относительно старшей производной:
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и поставлены начальные условия:
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Нахождение решения уравнения (1), удовлетворяющего начальным условиям (2), приводится путем введения неизвестных функций 
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к нахождению решения нормальной системы n уравнений:

[image: image93.wmf](

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

=

=

-

,

,...,

,

,

,

....

..........

,

2

1

1

2

1

n

n

n

n

y

y

y

x

f

dx

dy

y

dx

dy

y

dx

dy

                                      (4)
удовлетворяющего начальным условиям:
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Поэтому для уравнения (1) имеет место следующая теорема существования и единственности решения задачи Коши.

Теорема Пикара. Предположим, что правая часть уравнения (1) удовлетворяет в области
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где a и b – положительные числа, двум условиям:

I) функция 
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 непрерывна по всем своим аргументам и, следовательно, ограничена, то есть
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где 
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II) функция 
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 удовлетворяет условию Липшица относительно переменных 
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где 
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 - любые две точки области R, а, L – постоянное положительное число.


Тогда существует единственное решение
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удовлетворяющее начальным условиям (2), определенное и непрерывное вместе со своими производными до n-го порядка включительно в интервале
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где
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2 Дифференциальные уравнения в приложениях

В математическом исследовании любой задачи реального мира можно выделить три основных этапа:
- построение математической модели явления;
-изучение этой математической модели и получение решения соответствующей математической задачи;
-приложение полученных результатов к практическому вопросу, из разрешения которого возникла данная математическая модель, и отыскание других вопросов, к которым она приложима.
При построении математической модели явления или процесса необходимы его идеализация и формализация. При идеализации явления отделяются условия, существенно влияющие на него, от условий, не оказывающих существенного влияния.
Классическим примером идеализированной модели является схема изучения движения маятника - математический маятник. В этом случае пренебрегают размерами и формой груза, сопротивлением воздуха, трением в точке подвеса, гибкостью нити и пр.
Исследование этой идеализированной схемы можно уже формализовать, составив дифференциальное уравнение. Затем, необходимо исследовать, в каких границах допустимы сделанные приближения, как будет меняться условие при учёте отброшенных факторов и т. д. Следует выяснить, какие ещё явления описываются той же самой формализованной математической моделью.

2.1 Применение дифференциальных уравнений в физике

При решении задач физического характера, приводящих к дифференциальным уравнениям, основную трудность представляет, как правило, составление самих дифференциальных уравнений.
Решение физической задачи должно последовательно проходить в три этапа:

- составление дифференциального уравнения;
- решение этого уравнения;

- исследование полученного решения.
При этом рекомендуется следующая последовательность действий:

1. Установить величины, изменяющиеся в данном явлении, и выявить физические законы, связывающие их.
2. Выбрать независимую переменную и функцию этой искомой переменной.

3. Исходя из условий задачи, определить начальные или краевые условия.
4. Выразить все фигурирующие в условии задачи величины через независимую переменную, искомую функцию и производные этой функции.

5. Исходя из условий задачи и физического закона, которому подчиняется данное явление, составить дифференциальное уравнение.
6. Найти общее решение или общий интеграл дифференциального уравнения.

7. По начальным или краевым условиям найти частное решение.
8. Исследовать полученное решение.
Во многих случаях составление дифференциального уравнения основывается на дифференцируемости функций, выражающих зависимость величин. Как правило все участвующие в том, или ином процессе величины в течение малого промежутка времени изменяются с постоянной скоростью. Это позволяет применить известные из физики законы, описывающие равномерно протекающие явления, для составления соотношения между значениями 
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, т.е. между величинами, участвующими в процессе, и их приращениями. Получающееся равенство имеет лишь приближённый характер, поскольку величины меняются даже за короткий промежуток времени, вообще говоря, неравномерно. Но, если разделить обе части получившегося равенства на 
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 и перейти к пределу, когда 
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, получится точное равенство. Оно содержит время t, меняющиеся с течением времени физические величины и их производные, т.е. является дифференциальным уравнением, описывающим данное явление. То же самое уравнение в дифференциальной форме можно получить, заменив приращение 
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 на дифференциал dt, а приращение функций - соответствующими дифференциалами.

Общая идея замены функций на малых промежутках аргумента линейными функциями, лежащая в основе решения физических задач с помощью дифференциальных уравнений, называется линеаризацией.
2.2 Применение дифференциальных уравнений в химии

Многие процессы химической технологии описываются дифференциальными уравнениями - начиная от кинетических исследований и заканчивая химическими технологическими процессами(
Химическое уравнение показывает, как в процессе взаимодействия одних веществ образуется другое вещество.

В общем случае химическое уравнение записывается в виде
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где 
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 - молекулы взаимодействующих веществ, 
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 - молекулы веществ, полученных в результате химической реакций, постоянные 
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 - положительные целые, указывающие на число молекул, принимающих участие в реакции.


Учение о скоростях и механизмах химических реакции называется химической кинетикой.

Скорость, с которой образуется новое вещество, называется скоростью реакции. Скорость реакции измеряется изменением количества вещества в единице объема в единицу времени

[image: image116.wmf].

t

V

v

v

D

*

D

=

                                                          (11)

Но количество вещества в единице объема – это молярная концентрация c, значит
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Таким образом, скорость реакции измеряется изменением концентрации реагирующего вещества за единицу времени.


В ходе реакции ее скорость не остается постоянной: она максимальна в начальный момент и далее постепенно уменьшается.


Поскольку скорость реакции все время изменяется, то в химической кинетике рассматривают только истинную скорость реакции v, то есть скорость в данный момент времени.


Одним из основных законов теории скоростей химических реакций является закон действующих масс, согласно которому скорость химической реакции при постоянной температуре пропорциональна произведению концентраций веществ, участвующих в данный момент в реакции.


Таким образом, для реакции
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этот закон выразится уравнением
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где 
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 и 
[image: image121.wmf]B

c

 - концентрации веществ A и B, моль/л; k – коэффициент пропорциональности, называемый константой скорости реакции.


Константа скорости реакции k зависит от природы реагирующих веществ и от температуры, но не зависит от их концентраций.


Уравнение (13), связывающее скорость реакции с концентрацией реагирующих веществ, называется кинетическим уравнением реакции.

Общий вид кинетического уравнения реакции первого порядка:
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где c – концентрация исходного вещества, поэтому перед производной взят знак минус. Проинтегрируем это уравнение:
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Обозначим начальную концентрацию вещества через 
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[image: image126.wmf]0

ln

c

B

-

=

. Тогда,

[image: image127.wmf].

ln

1

0

c

c

t

k

*

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

                                                   (14)
Кинетическое уравнение реакции второго порядка:
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Считая концентрации реагентов одинаковыми 
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, можем записать:
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Интегрируя это уравнение, получаем:
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Зная величину константы скорости реакции первого или второго порядка, по уравнению (14) или (15) можно рассчитать концентрацию исходного вещества в момент времени t. Наоборот, измеряя концентрацию исходного вещества через определенные промежутки времени по одному из этих уравнений (в зависимости от порядка реакции), можно рассчитать константу скорости. Из уравнения (14) следует, что размерность константы скорости реакции первого порядка: время–1. константа скорости реакции второго порядка (15) имеет размерность: концентрация–1·время–1.
2.3 Применение дифференциальных уравнений в биологии

Модели, используемые в биологии, делят на три категории:
1. Биологические предметные модели, на которых изучаются общие закономерности, патологические процессы, действие различных препаратов и т. д. К этому классу моделей относят, например, лабораторных животных, изолированные органы, культуры клеток, суспензии органелл и пр.
2. Физические (аналоговые) модели, т.е. физические модели, обладающие аналогичным с моделируемым объектом поведением. Например, деформации, возникающие в кости при различных нагрузках, могут быть изучены на специально подготовленном макете кости. Движение крови по крупным сосудам моделируется цепочкой резисторов, конденсаторов и индуктивных катушек.
3. Математические модели представляют собой системы математических выражений - формул, функций, уравнений и т.д., описывающих те или иные свойства изучаемого объекта, явления, процесса. При создании математической модели используют физические закономерности, выявленные при экспериментальном изучении объекта моделирования. Так, например, математическая модель кровообращения основано на законах гидродинамики.
Математическое моделирование, как метод исследования обладает рядом несомненных достоинств:
- метод изложения количественных закономерностей математическим языком точен и экономичен;
- проверка гипотез, сформулированных на основе опытных данных, может быть осуществлена путём испытания математической модели, созданной на основе этой гипотезы;
- математическая модель позволяет судить о поведении таких систем и в таких условиях, которые трудно создать в эксперименте или в клинике, изучать работу исследуемой системы, целиком, или работу её любой отдельной части.
2.4 Применение дифференциальных уравнений в экологии

Экология изучает взаимоотношение человека и вообще живых организмов с окружающей средой. Основным объектом экологии является эволюция популяций.
Рассмотрим дифференциальную модель популяций, которая связана с размножением или вымиранием последних, а также с сосуществованием различных видов животных в ситуации «хищник — жертва».
Пусть x(t) — число особей в популяции в момент времени t. Тогда если А — число особей в популяции, рождающихся в единицу времени, а В — число особей, умирающих в единицу времени, то с достаточным основанием можно утверждать, что скорость изменения х со временем задается формулой
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Задача теперь состоит в том, чтобы описать зависимость А и В от х. Простейшим случаем является ситуация, когда
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где a и b — коэффициенты рождения и смерти особей в единицу времени соответственно. С учетом равенств (17) дифференциальное уравнение (16) перепишется в виде
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Полагая, что в момент времени 
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Из полученного равенства следует, что если a>b, то при 
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и популяция становится вымирающей.

Хотя приведенная модель является упрощенной, она все-таки в ряде случаев соответствует действительности. Практически же все модели, которые описывают реальные явления и процессы, нелинейны, и вместо дифференциального уравнения (18) следует рассматривать уравнение вида
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где f(x) — нелинейная функция, например, уравнение вида
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где a>0, b>0.

Полагая, что 
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Отсюда видно, что при 
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Рисунок 1. Различие особей в популяции

Отметим, что соотношение (19) описывает, в частности, популяции фруктовых вредителей и некоторых видов бактерий.

2.5 Применение дифференциальных уравнений в медицине

Огромное применение теория дифференциальных уравнений нашла и в медицине.
К современной медицине предъявляют высокие требования, как к квалификации врачей, так и используемым методикам. Общее количество информации о болезнях увеличивается с каждым годом и один человек не в состоянии в точности оценить важность имеющегося материала для врачебной практики и тогда приходит на помощь математика, которая помогает структурировать материал. Выбор тех или иных математических моделей при описании и исследовании медицинских объектов зависит от индивидуальных знаний специалиста и от особенностей решаемых задач.
Широко применяются математические методы в биофизике, биохимии, генетике, физиологии, медицинском приборостроении, создании биотехнических систем. Развитие математических моделей и методов способствуют: расширению области познания в медицине; проявлению новых высокоэффективных методов диагностики и лечения, которые лежат в основе разработок систем жизнеобеспечения; созданию медицинской техники.
Применение  дифференциальных  уравнений  в  медицине продемонстрируем на примере простейшей математической модели эпидемии.
2.6 Применение дифференциальных уравнений в экономике

Дифференциальные уравнения находят достаточно широкое применение в моделях экономической динамики, в которых отражается не только зависимость переменных от времени, но и их взаимосвязь во времени. Например, динамика инвестиций определяет динамику величин основного капитала, что в свою очередь является важнейшим фактором изменения объема выпуска.

Рассмотрим математическую модель демографического процесса.

Из статистических данных известно, что число новорожденных в регионе за единицу времени, а также число ушедших из жизни пропорциональны численности населения этого региона. Соответствующие коэффициенты пропорциональности 
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 устанавливаются статистическим путем. Построим математическую модель демографического процесса, то есть найдем закон изменения численности населения с течением времени.

Решение. Обозначим через y(t) число жителей данного региона в момент времени t, где t – время в годах. Прирост населения 
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 равен разности между числом родившихся и численности ушедших из жизни:
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Переходя к пределу, при 
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Решая полученное дифференциальное уравнение, получим:
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где y(0) – число жителей региона в начальный момент времени.
Спрос и предложение – экономические категории товарного производства, возникающие и функционирующие на рынке, в сфере товарного обмена. При этом спрос – представленная на рынке потребность в товарах, а предложение – продукт, который есть на рынке или может быть доставлен на него. Одним из экономических законов товарного производства является закон спроса и предложения, который заключается в единстве спроса и предложения и их объективном стремлении к соответствию.
Рассмотрим модели естественного роста.

Пусть y(t) – объем продукции некоторой отрасли, реализованный к моменту времени t. Условие ненасыщенности рынка дает возможность считать, что вся продукция реализуется по некоторой фиксированной цене p. Тогда доход к моменту времени t составит:
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Обозначим через I(t) величину инвестиций, направляемых на расширение производства. В модели естественного роста полагают, что скорость выпуска продукции пропорциональна величине инвестиций, то есть
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Число l принято называть коэффициентом акселерации.

Величина инвестиций I(t) составляет фиксированную часть дохода:
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где коэффициент m 
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 называется нормой инвестиций. Из (24) имеем:
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Уравнение (25) представляет собой модель естественного роста в условиях ненасыщенного рынка.

3 Методические рекомендации по решению задач

Задача 1. В дне цилиндрического сосуда, наполненного водой и имеющего высоту Н и радиус основания R, сделано небольшое отверстие площади S (рис.2). За какой промежуток времени через отверстие вытечет вся вода, если треть воды вытекает за 
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Рисунок 2. Цилиндрический сосуд

Решение. Если бы истечение воды происходило равномерно, то решение задачи было бы тривиальным:  вся вода вытечет за время 
[image: image176.wmf]1

3

t

c. Но, реально, сначала вода вытекает быстро, а по мере снижения уровня воды в сосуде скорость её истечения уменьшается. Таким образом, необходимо учесть зависимость между скоростью истечения v и высотой h столба жидкости над отверстием.

При решении задачи используем закон Торичелли.

Скорость v истечения жидкости в случае отверстий, небольших сравнительно с высотой столба жидкости, равна 
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, где h – высота уровня жидкости над отверстием, а g – ускорение свободного падения.

Практически пользуются формулой 
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 - «безразмерный» коэффициент, зависящий от вязкости жидкости и формы отверстия (для воды в случае круглого отверстия 
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Рассмотрим процесс истечения жидкости за промежуток времени 
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. Пусть в начале этого промежутка высота жидкости над отверстием равнялась h, а в конце его она понизилась и стала 
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 – «приращение» высоты (которое, очевидно, отрицательно). Тогда объём жидкости, вытекшей из сосуда, равен объёму цилиндра с высотой 
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Эта жидкость вылилась в виде цилиндрической струйки, имеющей площадь основания S. Её высота равна пути, пройденному вытекающей из сосуда жидкостью за промежуток времени 
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В начале этого промежутка времени скорость истечения равнялась по закону Торичелли
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а в конце его она равнялась
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Если 
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 весьма мало, то и 
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 тоже очень мало и потому полученные выражения для скорости практически одинаковы, а путь, пройденный за промежуток времени 
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- объём вылившейся из сосуда за промежуток времени 
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Приравнивая два выражения для объёма жидкости, вылившейся из сосуда за промежуток времени 
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Недостатком уравнения (26) является то, что нам не известно выражение для 
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 получаем дифференциальное уравнение:
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Для решения уравнения (27), разделим переменные
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и обозначим для краткости дробь через А: 
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Получаем уравнение
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Интегрируя обе части, получаем:
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Получили зависимость между t и h, в которую входят две постоянные А и С. Постоянная А зависит от размеров и формы отверстия, вязкости жидкости и других физических параметров, а постоянная С возникла в ходе решения задачи. Их значения не известны, но их можно найти, учтя не использованные ещё условия задачи.

Для нахождения С используем начальные условия: в начале истечения жидкости сосуд был наполнен, то есть при t=0 высота h=H.
Подставляя в формулу (28) t=0, h=0, получаем: 
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Для нахождения А, учтём, что за первые 
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 минут вытекла треть всей жидкости. Этому соответствует понижение уровня жидкости на 
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и потому
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Решая его
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получаем
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Теперь не трудно найти время опорожнения сосуда, то есть найти такое значение t, при котором h=0:
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Заметим, что хотя последнее значение t примерно в 1,82 раз больше значения 
[image: image221.wmf]1
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, которое получилось в предположении, что жидкость вытекает равномерно, оно не является безукоризненно точным, так как пренебрегли, например, явлениями капиллярности (существенными при малом диаметре отверстия), завихрениями жидкости, пограничным слоем жидкости и многими иными факторами.

Исследуем полученное решение.

Подставим в равенство (29) значение 
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найдём 
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и получим, что:
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Ясно, что, чем больше значения R и H (размеры сосуда), тем дольше будет вытекать из него жидкость, как это и следует из полученного ответа. Чем больше площадь отверстия S, тем быстрее вытечет жидкость из сосуда. В том же направлении действует и увеличение ускорения g, а так же коэффициента 
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 (чем больше 
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, тем больше скорость истечения жидкости).
Ответ. Вся вода вытечет через отверстие за промежуток времени 
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Задача 2. В замкнутую электрическую цепь (рис.3) последовательно включены источник тока с ЭДС (электродвижущая сила) Е(t), меняющейся с течением времени, активное сопротивление R и катушка с индуктивностью L. Как изменяется сила тока с течением времени, если в начальный момент (при t=0) она равнялась нулю?
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Рисунок 3. Электрическая цепь
Решение. Из курса физики известно, что 
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 - напряжение на активном участке цепи, выражаемое по закону Ома: 
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 - пропорционально скорости изменения силы тока с коэффициентом пропорциональности L: 
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Имеет место равенство:
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Разделим обе части уравнения (30) на L: 
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Получили линейное неоднородное дифференциальное уравнение первого порядка для силы тока с начальным условием I(0)=0.
Общим решением такого уравнения является:
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Разберём два случая:

1. ЭДС - постоянная величина, 
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[image: image241.wmf].
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В силу начального условия I(0)=0, т.е. 
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, откуда получим: C=-1 и потому: 
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Отметим, что при 
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 получаем, что 
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, то есть после включения постоянной ЭДС значение возрастает от нуля до значения 
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, задаваемого законом Ома  (рис. 4).


[image: image765.emf] 

  0 

  х 


Рисунок 4. Возрастание ЭДС
2. ЭДС периодически изменяется по синусоидальному закону: 
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В этом случае из уравнения (31) имеем:
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Из начального условия I(0)=0 находим, что
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С течением времени при 
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 второе слагаемое стремится к нулю, то есть
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Если положить:
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то  это равенство можно записать в виде:
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Ответ. Колебания силы тока - предел синусоидальных колебаний ЭДС (со сдвигом фазы).

Задача 3. На вертикальной пружине закреплён груз массой m (рис.5). Груз выводят из положения равновесия в вертикальном направлении и потом отпускают. Найти закон движения груза, пренебрегая массой пружины и сопротивлением воздуха.
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Рисунок 5. Пружина
Решение. Направим ось Ох вниз по вертикальной прямой, проходящей через точку подвеса груза, которую и примем за начало координат.
Составим дифференциальное уравнение, опираясь на II закон Ньютона:

[image: image255.wmf]ma
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Здесь m – масса груза, а – ускорение движения, F – результирующая всех сил, приложенных к телу.
В положении равновесия сила тяжести, проекция которой на ось Ох равна mg, уравнивается упругой силой пружины, которая согласно закону Гука пропорциональна удлинению пружины:
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(здесь k - коэффициент жёсткости пружины).

Обозначим через x(t) отклонение груза от положения равновесия. В момент времени t на тело будут действовать две силы: сила тяжести mg, тянущая груз вниз, и упругая сила пружины, равная 
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Результирующая сила будет равна:
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или в силу (33):
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На основании закона Ньютона (32) получаем:
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В случае прямолинейного движения вдоль оси Ох ускорение равно x''(t). Равенство (34) можно записать в виде 
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где 
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Получили дифференциальное уравнение движения тела – линейное однородное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами.
Корнями его характеристического уравнения 
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 являются комплексные числа 
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, поэтому общее решение уравнения (35) имеет вид:
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Для выяснения физического смысла полученного решения преобразуем его:
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Положим 
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Тогда общее решение уравнения запишется так:
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или      
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где A и 
[image: image271.wmf]a

 – новые произвольные постоянные.
Величина А называется амплитудой колебания, аргумент 
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 – фазой колебания, его значение 
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 при t=0 – начальной фазой, 
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 – частотой колебания.

Пусть в начальный момент времени t=0 отклонение груза от положения равновесия равно 
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, а скорость движения 
[image: image276.wmf]0

'

x

, то есть 
[image: image277.wmf]0

0

'

)

0

(

'

,

)

0

(

x

x

x

x

=

=

. По этим начальным условиям можно найти амплитуду и начальную фазу.

В силу условий при t=0, учитывая равенство 
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Подставив найденные значения A и 
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 в (36), получим:
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                          (38)
Формула (38) выражает закон движения груза. Из неё видно, что груз совершает гармонические колебания около положения равновесия.

Частота и период колебания соответственно равны.

Как видно, частота и период колебания зависят только от жёсткости
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пружины и массы груза, то есть определяются свойствами самой системы.

Амплитуда же колебаний и начальная фаза зависят также от начальных условий 
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Ответ. Движение груза на вертикальной пружине - гармонические колебания около положения равновесия.
Задача 4. Простой маятник состоит из груза (боба), жестко закрепленного на нижнем конце вертикального стержня. Верхний конец стержня подвешен с помощью подвижной опоры, обладающей малым трением. Если отклонить боб в сторону и отпустить, маятник начнет колебаться назад и вперед в вертикальной плоскости под действием силы тяжести. Применение маятника для измерения времени основано на замечательном наблюдении Галилея, состоящем в том, что в определенных пределах его период колебаний остается постоянным при условии, что длина стержня маятника остается неизменной.

Решение. Свойство маятника можно описать, построив соответствующую математическую модель. Пусть m – масса боба маятника, а l –  длина его стержня. Будем считать стержень относительно легким, так что его массой можно пренебречь по сравнению с m. Обозначим y угловое отклонение маятника от положения равновесия y=0. Математическую модель маятника получим из второго закона Ньютона. Пусть v – линейная скорость боба 
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, а F – возрастающая компонента гравитационной силы, 
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. Тогда уравнение, определяющее движение маятника, запишется следующим образом:
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где 
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Уравнение малых колебаний получается из нелинейного уравнения (39) в предположении 
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[image: image292.wmf].

0

2

2

2

=

+

y

dt

y

d

w

                                                 (40)
Его решение имеет вид
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где 
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Время, в течение которого маятник совершает один цикл колебаний, называется периодом и обозначается 
[image: image295.wmf]t

. Формально период может быть найден из условия, что приведенное решение остается неизменным при замене t на 
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. Итак, применяя определение 
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, можно получить следующее выражение для периода свободных гармонических колебаний, которое согласуется с наблюдением Галилея:


[image: image302.wmf],

2

2

g

l

p

w

p

t

=

=

                                                  (41)
где g – гравитационная постоянная. Величина 
[image: image303.wmf]t

p

w

2

=

 определяет число колебаний за время 
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 единиц времени и, следовательно, она называется угловой частотой.

Рассмотрим колебание маятника, а именно, найдем длину маятника, совершающего одно колебание в секунду (то есть 
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Уравнение (41) дает

[image: image306.wmf].

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

t

p

g

l


Подставляя 
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Замечание. Период [image: image311.png]


 (41) гармонических колебаний не зависит от начального положения маятника. Несмотря на то, что это заключение дает прекрасное математическое объяснение наблюдениям Галилея, оно, однако, входит в противоречие с теорией свободного падения, также основанной на законе Ньютона.

Ответ. Длина стержня маятника l=99,5 см.
 
Задача 5. Явление охлаждения (нагревания) с помощью окружающей среды широко используется в повседневной жизни. Можно погрузить некоторое тело для его охлаждения (нагревания) в среду, температура которой ниже (выше) температуры тела. Роль среды может выполнять окружающий воздух, большая холодная ванна, натопленная печь и прочее, в то время как телом может быть термометр, горячая металлическая пластина, требующая охлаждения, плазма крови, хранящаяся при низкой температуре, которую необходимо нагреть перед использованием, молоко или другие жидкости.

Хороший пример представляет собой пастеризация. Напомним, что пастеризация – это частичная стерилизация молока без кипячения. Она основана на открытии Луи Пастера, согласно которому микробы в молоке временно теряют жизнеспособность, если каждая частица молока нагрета до 
[image: image312.wmf]С
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, а затем молоко подвергнуто быстрому охлаждению.

Решение. Представим себе, что образованный фермер решил впервые пастеризовать молоко, но, к сожалению, обнаружил, что его термометр разбит. Поскольку имеем дело с образованным фермером, то можем представить себе, что он решит задачу нагревания молока точно до 
[image: image313.wmf]С
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, имея в своем распоряжении только плиту и часы. Вместо разбитого термометра он воспользовался уравнением
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следующим образом.

Вначале фермер определил коэффициент k. Для этого он поставил чашку молока, имеющего комнатную температуру 
[image: image315.wmf]C
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 и подождал, пока молоко закипит. Предположим, молоко закипело через 15 минут. Далее, пусть температура кипения молока равна 
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, и фермер использовал решение уравнения (42):
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В начальный момент (t=0) это уравнение приводит к 
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 и позволяет вычислить константу интегрирования, 
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. Тогда решение в момент t=15 минут дает уравнение:
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в котором рассматриваем только числовые значения. Следовательно, 
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. В итоге (42) приводит к следующей формуле для температуры молока, помещенного на плиту при температуре 
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мин. Таким образом, фермер должен нагревать молоко на плите в течение 8 минут 24 секунд при температуре 
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Ответ. Фермер должен нагревать молоко на плите в течение 8 минут 24 секунд при температуре 
[image: image329.wmf]C
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.

Задача 6. Скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разности между температурой тела и температурой воздуха. Температура воздуха равна 
[image: image330.wmf]C
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. Известно, что в течение 20 минут тело охлаждается от 
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. В течение какого времени тело охладится до температуры 
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Решение. Обозначим температуру тела через T. Скорость изменения температуры T тела с течением времени t есть производная 
[image: image334.wmf]dt
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. При уменьшении температуры T производная 
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 как производная убывающей функции есть величина не положительная. Но так как в задаче рассматриваем скорость изменения температуры при охлаждении тела, то скорость этого физического процесса следует рассматривать как величину неотрицательную, то есть как производную 
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, взятую с положительным знаком. Таким образом, скорость охлаждения тела определяется как 
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На основании закона охлаждения, скорость охлаждения определяется выражением
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где k – коэффициент пропорциональности (k>0).

Приравнивая два выражения, определяющих скорость охлаждения тела, приходим к дифференциальному уравнению
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Разделяем переменные
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и интегрируя почленно, получаем
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(здесь T-20>0 и поэтому под знаком ln нет необходимости брать модуль этой разности).


На основании определения логарифма полученное равенство можно переписать так:
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В найденном решении значения C и k неизвестны. Для определения C заметим, что при t=0 температура T тела равна 
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. Подставляя эти значения в найденное общее решение уравнения, получаем:
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Следовательно, имеем
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Остается определить значение k. Известно, что в течение 20 минут тело охлаждается до 
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, то есть что при t=20 температура T=60. Таким образом, приходим к соотношению
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откуда и можем определить k. но вместо этого определим значение 
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Равенство (44) записываем в виде:
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Итак, нашли соотношение, определяющее изменение температуры T в зависимости от изменения времени t.

Пользуясь этой зависимостью, определим значение t при T=30. положив в равенстве (45) T=30, получим
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следовательно, 
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 и t=60.

Ответ. Тело охладится до температуры 
[image: image356.wmf]C
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 в течение часа.

Задача 7. Скорость распада радия в каждый момент времени пропорциональна его наличной массе. Найти закон распада радия, если известно, что в начальный момент t=0 имелось 
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 г радия и период полураспада радия (период времени, по истечении которого распадается половина наличной массы радия) равен 1590 лет.

Решение. Пусть в момент времени t масса радия составляет x г. Тогда скорость распада радия равна
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По условию задачи
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где k – коэффициент пропорциональности. Разделяя в уравнении (46) переменные и затем интегрируя, получаем:
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что после потенцирования дает:
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Для определения C используем начальное условие: при 
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Коэффициент пропорциональности k определяем из дополнительного условия: при 
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и, следовательно, 
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. Поэтому искомая функция
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Ответ. Закон распада радия 
[image: image373.wmf].

2

1590

0

t

m

x

-

=


Задача 8. Вещество А превращается в вещество В. Определить первоначальное количество вещества А и время, когда останется половина этого вещества, если спустя 1 час после начала реакции осталось 44,8 г вещества А. А после 3 часов 11,2 г.

Решение. Обозначим через а - первоначальное количество вещества А, через х - количество вещества, прореагировавшего за время t от начала реакции, тогда дифференциальное уравнение имеет вид:
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Разделяя в уравнении переменные и, затем, интегрируя, получаем:
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Понятно, что при t=0 x=0, имеем C=a, и, значит:

[image: image379.wmf],

ln

kt

x

a

a

=

-



[image: image380.wmf],

kt

e

x

a

a

=

-



[image: image381.wmf]).

1

(

kt

e

a

x

-

-

=

                                                 (47)
Используя дополнительные условия (при t=1, x=a-44,8, при t=3, x=a-11,2), имеем:
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Найдём искомое время распада половины этого вещества. Имеем:
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Такой же результат можно было получить сразу после определения a=89,6 (г), заметив, что 89,6-44,8=44,8 (г) - половина первоначального количества вещества, оставшаяся спустя 1 час после начала реакции (по условию).

Ответ. Первоначальное количество вещества А равно 86,9 г, время, когда останется половина этого вещества  - 1 час. 
Задача 9. В реакции омыления уксусноэтилового эфира гидроксидом натрия первоначальные концентрации указанных веществ a=0,01 и b=0,002 соответственно. Спустя 23 минуты концентрация уксусноэтилового эфира уменьшилась на 10%. За какое время она уменьшится на 15%?

Решение.
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Здесь имеет место уравнение второго порядка, n = 1. Обозначим через а - первоначальное количество уксусноэтилового эфира, через b - первоначальное количество гидроксида натрия, через х - количество и одного, и другого вещества, прореагировавшего за время t от начала реакции (x<a, x<b), тогда дифференциальное уравнение имеет вид:
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Разделяя в уравнении переменные и, затем, интегрируя, получаем:
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Понятно, что при t=0 x=0, имеем 
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и, значит:
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Коэффициент пропорциональности k определяем из дополнительного условия: при t=23 минуты, 
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Найдём искомое время. Имеем:
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Ответ. Концентрация уксусноэтилового эфира уменьшится на 15% за 47,9 минут.

Задача 10. Скорость размножения бактерий пропорциональна их количеству. Определить во сколько раз увеличится количество бактерий за 9 часов, если в течение 3 часов их количество изменилось от 100 до 200.

Решение. Пусть х - количество бактерий, имеющееся в данный момент, тогда скорость изменения их количества: 
[image: image409.wmf]dt
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Так как скорость размножения бактерий пропорциональна их количеству, то существует такая k, что:
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Разделяем в дифференциальном уравнении переменные:
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Интегрируя, получаем:
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что после потенцирования даёт:
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Для нахождения С используем начальное условие: при t=0 x=100. Имеем: C=100, и, значит, 
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Коэффициент пропорциональности k находим из условия: при t=3 x=200. Имеем:
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и, следовательно, 
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при t=9 x=800.
Ответ. Количество бактерий за 9 часов увеличится в 8 раз.

Задача 11. Найти зависимость между площадью листа дерева, имеющего форму круга от времени, если в 6 часов утра эта площадь равнялась 1 600 см2, а в 18 часов того же дня - 2 500 см2.

Решение. Площадь листа имеет форму круга, то есть пропорциональна длине окружности листа. Скорость увеличения площади листа пропорциональна, к тому же, количеству солнечного света, падающего на него.

Количество солнечного света, пропорционально, в свою очередь, площади листа и косинусу угла между направлением лучей и вертикально к листу.

Примем угол между направлением луча Солнца и вертикалью в 6 часов утра  и в 18 часов равен  
[image: image420.wmf]°
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Пусть t - время, отсчитываемое от полуночи. Если S - переменная площадь листа, то скорость роста листа:
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где 
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 - длина окружности листа, Q - количество солнечного света, 
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 - коэффициент пропорциональности.

Площадь листа 
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Тогда:
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По условию 
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где 
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 - угол между направлением лучей и вертикалью, 
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 - коэффициент пропорциональности.

Угол 
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 - линейно возрастающая функция аргумента t:
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Параметры 
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Из условий имеем:
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Решая эту систему, получаем:
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Следовательно,
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Подставляя значение 
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 в (49), имеем:
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Из уравнения (48) получаем:
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Обозначим 
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Интегрируя, получаем:
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Из начальных условий (при t=6, S=1600, при t=18, S=2500) имеем:
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Решая эту систему
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получим:
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Подставляя эти значения в (50), получаем:

[image: image449.wmf](

)

,

200

9

12

12

sin

200

24

24

2

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

*

=

-

t

S

p

p

p



[image: image450.wmf](

)

,

200

9

12

12

sin

200

1

2

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

-

t

S

p


откуда:
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Ответ. Зависимость между площадью листа дерева, имеющего форму круга от времени выражается формулой (51).
Задача 12. Найти зависимость между высотой дерева и временем его роста.

Решение. Известно, что даже в самых благоприятных условиях все деревья независимо от породы растут сначала быстро, а затем их рост замедляется, пока, наконец, совсем не прекращается.
С ростом кроны, с одной стороны, увеличивается приток энергии благодаря фотосинтезу, а с другой – увеличиваются трудности, связанные, например, с транспортировкой питательных веществ, и, следовательно, увеличивается расход энергии на подобные нужды. В конце концов, притока энергии уже не хватает для покрытия расходов, и дерево перестаёт расти.
На основе этих соображений можно сформулировать основные предположения, на основе которых будет основано составление уравнения энергетического баланса, т. е. построена математическая модель.
1. Зрелое растение в процессе роста сохраняет геометрическое подобие, т.е. у зрелого растения с ростом не меняются отношения геометрических размеров, например, отношение высоты к диаметру и т. п.
2. Свободную энергию (или активное вещество) дерево получает только путём фотосинтеза.
3. Свободная энергия расходуется на фотосинтез, на строительство живой ткани (рост) и на подъём раствора из почвы.
4. В среднем за большие отрезки времени растение получает постоянное количество света на единицу поверхности и может поглощать необходимые вещества из неограниченного запаса.
Составим уравнение энергетического баланса.
Обозначим за х – линейный размер растения, тогда высота растения – х, площадь поверхности листьев – 
[image: image452.wmf]2
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, объём растения будет выражаться величиной – 
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, причём х изменяется со временем: 
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. Попытаемся выразить все величины, входящие в уравнение энергетического баланса, через х.
Найдём, сначала, выражение для поступающей свободной энергии Е. Эта энергия образуется благодаря фотосинтезу в зелёной части растения, и её тем больше, чем больше поверхность зелёной части. Таким образом, можно считать, что Е пропорциональна 
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где 
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 – коэффициент пропорциональности, зависящий от размеров и формы листьев и от интенсивности фотосинтеза. Других источников энергии в силу предположений нет.

Проследим, теперь, за расходом энергии. Прежде всего, энергия тратится на нужды самого процесса фотосинтеза. Этот расход также пропорционален 
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, и можно записать его в виде 
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 – некий коэффициент пропорциональности.

Далее энергия расходуется на транспортировку питательного раствора во все части растения. Ясно, что этот расход будет тем больше, чем больше путей транспортировки, т.е. чем больше объём растения. Кроме того, этот расход связан с преодолением силы тяжести и, следовательно, будет тем больше, чем на большую высоту приходится поднимать питательные вещества. Таким образом, этот расход пропорционален и 
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, и х т.е. равен 
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Наконец, энергия расходуется на увеличение массы растения. Этот расход пропорционален скорости роста, то есть производной массы 
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 - средняя плотность растения, 
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 - объём) по времени.

Согласно закону сохранения энергии, расход энергии должен быть равен её притоку:
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или
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Это и есть искомое балансное соотношение.

Разделим обе части уравнения на 
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и обозначим
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Получаем:
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Перепишем дифференциальное уравнение в виде
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Тогда
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Заметим, что производная 
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Значит, 
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Тогда, имеем:
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Учтём начальное условие 
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Разрешая это уравнение относительно х, имеем окончательно:
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Полученная формула (52) даёт кривую роста дерева. Если известны a,b и 
[image: image486.wmf]0

t

 (эти величины зависят от породы дерева), то можно подсчитать средний рост дерева данной породы в зависимости от возраста.

Ответ. Зависимость роста дерева от времени его роста выражается формулой (52).

Задача13. В помещении для крупного рогатого скота работают два вентилятора, каждый из которых доставляет в минуту 
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 чистого воздуха, содержащего 0,01% углекислоты. Полагая, что в коровнике объемом 
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 с начальным содержанием углекислоты в 0,2% находится 120 коров, каждая из которых выдыхает в минуту 
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 воздуха с 5% углекислоты, определить наличие углекислоты в 
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 воздуха после двухчасового содержания животных в помещении.

Решение. Пусть содержание углекислоты в 
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 воздуха в момент времени t есть y(t). Скорость изменения концентрации равна приращению углекислоты 
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, деленному на соответствующий промежуток времени 
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 определяется углекислотой:

1) выделяемой при дыхании 120 животных,
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2) вводимой вентилятором на каждый кубометр,
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3) удаляемой за счет работы вентиляторов

[image: image497.wmf].

1600

120

1600

60

2

t

y

t

y

D

*

=

D

*

*

*


Следовательно,

[image: image498.wmf],

1600

120

012

,

0

6

,

0

t

y

y

D

-

+

=

D



[image: image499.wmf].
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Скорость изменения содержания углекислоты пропорциональна y. Перейдя к пределу при 
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Получили линейное дифференциальное уравнение. Найдем его решение. Имеем
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Положим 
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Тогда
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Определим произвольную постоянную C. При t=0 согласно условию задачи y=0,002.
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Окончательно имеем
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Если t=120, то 
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Таким образом, количество углекислоты в 
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 (концентрация) увеличится в 
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 раза, и в дальнейшем увеличиваться уже не будет благодаря работе вентиляторов.

Ответ. Количество углекислоты в 
[image: image522.wmf]3
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 (концентрация) увеличится в 2,6 раза.
Задача 14. Рассмотрим двухвидовую модель «хищник— жертва», которая впервые была построена Вольтерра для объяснения колебаний рыбных уловов в Адриатическом море, имеющих один и тот же период, но отличающихся по фазе.

Решение. Пусть х — число больших рыб-хищников, которые питаются малыми рыбами-жертвами, число которых обозначим через у. Тогда число рыб-хищников будет расти до тех пор, пока у них будет достаточно пищи, т. е. малых рыб-жертв, но в конце концов наступит ситуация, когда корма не будет хватать и в результате число больших рыб начнет уменьшаться. Это приведет к тому, что с некоторого момента число малых рыб снова начнет увеличиваться. Это будет способствовать новому росту числа больших особей, и цикл снова повторится. Модель, построенная Вольтерра, имеет вид
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где a,b,c,d — положительные константы.

В уравнении (54) для больших рыб слагаемое bху выражает зависимость прироста больших рыб от численности малых рыб. В уравнении же (55) слагаемое - dxy выражает уменьшение числа малых особей в зависимости от численности больших.

Для удобства исследования последних двух уравнений введем в рассмотрение безразмерные переменные
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В результате дифференциальные уравнения (54) и (55) примут вид
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где 
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, а штрих обозначает дифференцирование по 
[image: image528.wmf]t

.

Предположим, что в некоторый момент времени 
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 число особей обоих видов известно, то есть
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Заметим, что в дальнейшем интересуемся только положительными решениями. Выявим связь между u и v. Для этого, разделив первое уравнение из системы (56) на второе и затем, проинтегрировав полученное дифференциальное уравнение, найдем, что

[image: image531.wmf],

ln

ln

0

0

0

0

H

u

v

u

v

u

v

u

v

=

-

+

=

-

+

a

a

a

a


где Н — постоянная, определяемая начальными условиями (57) и параметром 
[image: image532.wmf]a

.

На рис.6 показан вид графиков u как функции v при различных значениях Н.
[image: image533.png]



Рисунок 6. Модель «хищник-жертва»
Как видно из этого рисунка, в плоскости (u,v) имеются только замкнутые кривые. Предположим теперь, что начальные значения 
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 и 
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 задаются точкой А на траектории, соответствующей значению 
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, то первое уравнение из системы (56) показывает, что переменная и вначале убывает. Аналогичный факт имеет место и для переменной v. Далее, когда переменная и достигает значения, равного единице, то 
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 и затем в течение длительного времени 
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 переменная v будет возрастать. Когда же v=1, то 
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 и затем уже возрастать начинает переменная u. Таким образом, как переменная u, так и переменная v пробегают замкнутую траекторию. А это означает, что решения являются функциями, периодическими по времени. При этом максимум u не попадает на максимум v, т.е. колебания в популяции происходят в разных фазах. Типичный график зависимости и и v от времени [image: image542.png]


 показан на рис. 7 (в случае 
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Рисунок 7. Колебания популяции

В заключение отметим, что изучение сообществ, взаимодействующих более сложным образом, дает более интересные практические результаты. Так, например, если две популяции конкурируют в борьбе за один и тот же источник питания (третья популяция), то можно показать, что один из видов начнет вымирать. При этом понятно, что если этим видом окажется источник питания, то такая же участь постигнет и два других вида.

Задача 15. Изучим колонию микроорганизмов, живущих в условиях неограниченных ресурсов питания и неограниченного пространства при отсутствии внутривидовой и межвидовой борьбы. Положим, что микроорганизмы не подавляются никаким другим видом. Установим закон изменения количества живых организмов в зависимости от времени.

Решение. Обозначим через x(t) число микроорганизмов в момент t, а через 
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С другой стороны, 
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 есть разность между числом родившихся R и числом погибших S организмов за время 
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Примем, что прирост количества организмов, то есть «потомство», пропорционален числу родителей x и продолжительности 
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Величина R зависит от 
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, тем больше и R). Кроме того, R зависит еще от количества «родителей». Чем больше взрослых особей, тем больше и потомство.


Таким образом,
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где функция Ф растет с ростом x или 
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, и равна 0, если равна нулю одна из этих переменных. Что касается переменной 
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, то самые простые эксперименты показывают, что она должна входить линейно: если промежуток времени 
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 увеличивать, например, в 2 раза, то и прирост потомства микроорганизмов также увеличится в два раза. Следовательно,
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Изменение функции f(x) существенно зависит от особенностей биологического вида и для его описания потребуется некоторая производственная функция в виде многочлена или функция с квадратным корнем. Ограничимся простейшим случаем, когда численность потомства пропорциональна количеству «родителей»: 
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Аналогичные соображения примем и к величине S. Таким образом, полагая
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получаем
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Обозначим 
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 определяет среднюю скорость размножения колонии микроорганизмов, соответствующую промежутку времени 
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Переходя к пределу и учитывая, что x является функцией t, получаем дифференциальное уравнение
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Его решением является функция
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Уравнение (59) определяет закон изменения количества микроорганизмов в колонии в зависимости от времени, то есть эта математическая модель процесса, полученная при очень широких предположениях (при неограниченных ресурсах питания и пространства для обитания и отсутствии борьбы). В природе же существует межвидовая и внутривидовая борьба и ни в одной реально существующей колонии такой рост наблюдать не можем.


Уравнение (58) впервые в 1802 году получил Мальтус. Его заблуждение состояло в том, что уравнение, справедливое для очень узкого класса популяции и полученное при жестких предположениях, он считал универсальным законом не только для природы, но и для человеческого общества.


Уравнение, в котором учтена внутривидовая борьба в колонии микроорганизмов, получил в 1845 году Ферхюлст-Перл. В результате конкурентной борьбы внутри вида за пищу и место распространения, а также за счет болезней скорость роста снижается. В общем виде уменьшение прироста является некоторой новой функцией от x и 
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. Установим, как составляется эта функция, учитывающая в числе прочих факторов внутривидовую конкуренцию. Уменьшение количества особей в результате конкуренции тем больше, чем больше число встреч между особями, то есть пропорционально 
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Тогда
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Здесь 
[image: image576.wmf]e

 – специфическая (врожденная) скорость размножения популяции, 
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 - коэффициент внутривидовой конкуренции. Из уравнения (60), разделив обе его части на 
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 и переходя к пределу, получим
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Это и есть уравнение Ферхюльста-Перла. Его можно записать в виде
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Приняв обозначение 
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Решая это уравнение при 
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Ответ. Закон изменения количества живых организмов в зависимости от времени выражается формулой (61).
Задача 16. Рассмотрим одну из дифференциальных моделей, которая встречается в теории эпидемий. Предположим, что некая популяция, состоящая из N особей, подразделяется на три группы. В первую из них включаются особи, которые восприимчивы к некоторой конкретно имеющейся в виду болезни, но здоровы. Число таких особей в момент времени t будем обозначать через S(t). Во вторую группу объединяются особи, которые являются инфекционными — они сами больны и являются источником распространения болезни. Число таких особей в популяции в момент времени t обозначим через I(t). Наконец, третья группа — это особи, которые здоровы и обладают иммунитетом к данной болезни. Число таких особей в момент времени t обозначается через R(t). Таким образом, 
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Предположим далее, что в случае, когда число инфекционных особей превосходит некоторое фиксированное число I*, скорость изменения числа восприимчивых к болезни особей будет пропорциональна числу самих восприимчивых особей. Что же касается скорости изменения числа инфекционных, но выздоравливающих особей, то ее будем считать пропорциональной числу инфекционных особей. Понятно, что эти предположения упрощают реальную ситуацию, но в ряде случаев они отражают существо дела. В связи с первым предположением будем считать, что когда число инфекционных особей I(t)>I*, то они способны заражать восприимчивых к болезни особей. Последнее означает, что принимается во внимание факт изоляции (до некоторого момента времени) инфекционных особей (карантин или нахождение вдали от восприимчивых к болезни особей). Таким образом, приходим к дифференциальному уравнению
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Теперь, поскольку каждая восприимчивая к болезни особь, которая в конце концов заболевает, сама становится инфекционной, то скорость изменения числа инфекционных особей представляет разность за единицу времени между вновь заболевшими особями и теми, которые уже выздоравливают. Итак,
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Постоянные пропорциональности 
[image: image590.wmf]a

 и 
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 будем называть коэффициентами заболеваемости и выздоровления соответственно.

Наконец, скорость изменения числа выздоравливающих особей задается уравнением 
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Для того чтобы решения соответствующих уравнений определялись однозначно, необходимо задать начальные условия. Для простоты предположим, что в момент времени t=0 в популяции нет особей с иммунитетом к болезни, то есть R(0)=0, и что первоначально число инфекционных особей равно I(0). Далее предположим, что коэффициенты заболеваемости и выздоровления равны, то есть 
[image: image593.wmf]b
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. В результате приходим к необходимости рассмотрения двух случаев.

Случай 1. Число 
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 и, значит, в соответствии с уравнением (62) и условием R(0)=0, для всех t справедливо равенство 
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Рассматриваемый случай соответствует той ситуации, когда довольно много инфекционных особей оказываются в изоляции. В этом случае из уравнения (64) приходим к дифференциальному уравнению 
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На рис. 8 графически показано изменение числа особей с ростом t в каждой из трех групп.  
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Рисунок 8. Изменение числа особей
Случай 2. Число 
[image: image601.wmf]*

)

0

(

I

I

>

. В этом случае должен существовать интервал 
[image: image602.wmf]T

t

£

£

0

 для всех значений t которого справедливо неравенство 
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Подставляя значение S(t) из последнего равенства в уравнение (64), приходим к дифференциальному уравнению 
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Если теперь умножить обе части уравнения (65) на 
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 и, значит, множество всех решений уравнения (65) задается соотношением
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Полагая здесь t=0, получаем C=I(0), и, таким образом, уравнение (66) принимает вид 
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для 
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Дальнейшие исследования свяжем с нахождением конкретного значения Т и нахождением того момента времени 
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, при котором число инфекционных особей оказывается максимальным.

Ответ на первый вопрос важен с той точки зрения, что в момент времени Т заражаемость восприимчивых к болезни особей прекращается. Если обратиться к уравнению (67), то из предыдущего следует, что при t=T его правая часть принимает значение I*, то есть 
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Но 
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есть число восприимчивых особей, которые избегают заболевания и для которых справедлива такая цепочка равенств: 
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Отсюда 
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Таким образом, если сможем указать явное значение для 
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, то тем самым сможем использовать уравнение (69) для предсказания времени прекращения эпидемии. Подставляя тогда значение Т из соотношения (69) в уравнение (68), получим равенство 
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которое можно переписать в виде 
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Поскольку I* и все члены в правой части уравнения (70) известны, можем использовать это уравнение для определения 
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Чтобы ответить на второй вопрос, обратимся к уравнению (67), из которого, в соответствии с поставленным вопросом, приходим к равенству
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Отсюда время 
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, за которое I достигает максимального значения, задается соотношением 
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Если теперь подставить значение 
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 из последнего равенства в уравнение (67), то получаем, что
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Полученное равенство показывает, в частности, что в момент времени 
[image: image628.wmf]max
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 число восприимчивых к болезни особей совпадает с числом инфекционных особей.

Когда же t>T, то восприимчивые особи уже не становится инфекционными и 
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На рис. 9 схематически показано, как с течением времени изменяется число особей в каждой из трех рассматриваемых групп. 
[image: image630.png]



Рисунок 9. Изменение числа особей по группам
Задача 17. В поселке с населением 2000 человек появилась угроза эпидемии гриппа: в течение нескольких дней заболели 12 человек. Считая, что в течение недели каждый заболевший может заразить одного из тысячи здоровых людей (если не принять экстренных санитарно-профилактических мероприятий), определить, сколько больных будет в поселке через две недели.

Решение. Обозначим через y(t) число заболевших к моменту времени t. Тогда за время 
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 число заболевших изменится на величину
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После деления обеих частей на 
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 и перехода к пределу при 
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 получаем дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными:
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Решаем его:
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Из условия y(0)=12 следует, что C=0,006. Возвращаясь к (72), получаем, что решением уравнения (71) является функция
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В частности, y(2)=494. Это означает, что если не провести экстренные санитарно-профилактические мероприятия, то через две недели болезнь охватит почти четверть населения поселка.
Ответ. Через две недели в поселке будет 494 больных.
Задача 18. Для Костанайской области определены коэффициенты 
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. В настоящее время в регионе проживает 880326 человек. Каким станет население области через 10 лет?

Решение. Воспользовавшись моделью (21) и учитывая, что t=10, y(0)=880326, имеем:
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Ответ. Население области через 10 лет станет 1446523 человека.

Задача 19. Пусть в течение некоторого (достаточно продолжительного) времени крестьянин продает на рынке фрукты (например, яблоки), причем продает их после уборки урожая, с недельными перерывами. Тогда при имеющихся у крестьянина запасах фруктов недельное предложение будет зависеть как от ожидаемой цены в наступающей неделе, так и от предполагаемого изменения цены в последующие недели. Если в наступающей неделе предполагается, что цена упадет, а в последующие недели повысится, то предложение будет сдерживаться при условии превышения ожидаемого повышения цен над издержками хранения. При этом предложение товара в ближайшую неделю будет тем меньшим, чем большим предполагается в дальнейшем повышение цены. И наоборот, если в наступающей неделе цена будет высокой, а затем ожидается ее падение, то предложение увеличится тем больше, чем большим предполагается понижение цены в дальнейшем.

Решение. Если обозначить через р цену на фрукты в наступающей неделе, а через р' — так называемую тенденцию формирования цены (производную цены по времени), то как спрос, так и предложение будут функциями указанных величин. При этом, как показывает практика, в зависимости от разных факторов спрос и предложение могут быть различными функциями цены и тенденции формирования цены. В частности, одна из таких функций задается линейной зависимостью, математически описываемой соотношением 
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то для того чтобы спрос соответствовал предложению, необходимо выполнение равенства 
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Решая равенство, получаем:
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Отсюда приходим к дифференциальному уравнению 
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После интегрирования обеих частей находим
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откуда следует, что
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Если же учесть начальные условия p=1 при t=0, то
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откуда окончательно получаем 
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Ответ. Таким образом, если требовать, чтобы между спросом и предложением все время сохранялось равновесие, необходимо, чтобы цена изменялась в соответствии с формулой (73).

Задача 20. Найти объем продукции, выпущенной к моменту времени t, если акселерация составляет 40% инвестиций, норма инвестиций m=0,06, цена единицы продукции p=0,5 денежных единиц, а первоначальный объем продукции составляет 10 единиц. Найти объем продукции, выпущенной за 25 рабочих дней.

Решение. Принимая во внимание, что l=0,4, m=0,06 и p=0,5, имеем:
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уравнение (25) выглядит так:
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или
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Разделяем переменные, имеем:
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Интегрируя:
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получаем
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Учитывая, что y(0)=10 получаем искомое частное решение уравнения (74):


[image: image660.wmf].

10

)

(

12

,

0

t

e

t

y

=


Объем продукции, выпущенной за 25 рабочих дней, составит:
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Ответ. Объем продукции, выпущенный за 25 рабочих дней, составит 199 единиц.

Этой случай отличается от предыдущего тем, что цена теперь не является постоянной. Кривая спроса, то есть зависимость цены p реализуемой продукции от ее объема, представляет собой какую-то убывающую функцию, так как с увеличением объема производимой продукции ее цена падает в результате насыщения рынка. Модель роста в условиях конкурентного рынка имеет вид:
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Полученное уравнение, так же как и (74), есть уравнение с разделяющимися переменными.
Задача 21. Найти функцию, выражающую зависимость объема реализуемой продукции от времени, если функция спроса
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коэффициент акселерации l=0,4, норма инвестиции m=0,6, y(0)=6.

Решение. 
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,

0

4

,

0

6

,

0

=

*

=

ml

. Дифференциальное уравнение (75) имеет вид:
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Разделяя переменные, имеем:
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После разделения переменных и интегрирования находим:
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Получаем:
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Начальное условие y(0)=6 означает, что C=37, и в результате имеем:
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Замечание 2. В некоторых случаях составить дифференциальное уравнение может помочь знание эластичности.

Эластичностью спроса y по цене p называется величина
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Например, пусть известно, что
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и что p(0)=90. Тогда для нахождения функции спроса записываем равенство:
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которое является дифференциальным уравнением. Решаем его:
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Получаем:
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так как y<100. из условия p(0)=90 следует, что C=1, и, значит, 
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Ответ. Функция, выражающая зависимость объема реализуемой продукции от времени выражается формулой (76).

Задача 22. Пусть заимодавец платит кредитору p процентов от занятой суммы 
[image: image679.wmf]0
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 за год; сколько он должен уплатить за год на каждую единицу занятой суммы, если проценты нарастают непрерывно?

Решение. Поскольку проценты нарастают непрерывно, то скорость 
[image: image680.wmf])
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 изменения величины долга y(t) в момент времени t пропорциональна значению этой величины в тот же момент времени. Следовательно, закон изменения долга описывается дифференциальным уравнением
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Уравнение (77) называют дифференциальным уравнением естественного роста. Впервые его получил Якоб Бернулли.

Найдем общее решение этого уравнения. Разделяя переменные в уравнении (77), имеем
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После интегрирования обеих частей находим 
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откуда следует, что 
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Поскольку ежегодный прирост величины y(t) составляет p%, то скорость изменения величины составляет 
[image: image685.wmf]100
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 от y(t) и коэффициент 
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. Кроме того, по условию задачи 
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. Поэтому сумма, которую заимодавец должен уплатить кредитору от занятых 
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 денежных единиц за t лет, составит 
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                                               (78)
От каждой единицы занятой суммы заимодавец обязан уплатить 
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. А за год эта сумма составит 
[image: image691.wmf]100

)

1

(

p

e

y

=

 денежных единиц.

Уравнение (78) с 
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 может быть применено не только при изучении кредитования. Оно применяется всякий раз, когда скорость изменения некоторой величины y(t) прямо пропорциональна ее значению в данный момент времени t, а ежегодный прирост равен p%.

Дифференциальное уравнение 
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было предложено Мальтусом в 1798 г. для прогнозирования роста населения Земли. Постоянная k в социальных и биологических науках именуется мальтузианским коэффициентом линейного роста.
Задача 23. В настоящее время для обеспечения пищей одного человека необходима площадь 0,1 га. На земном шаре 4000 млн га пахотной земли. Поэтому население его должно быть, если не учитывать в будущем новых источников пищи, ограничено количеством 40000 млн человек.

Когда будет достигнут этот предел насыщения населения, если оно непрерывно растет со скоростью 1,8 % в год?

Решение. Согласно формуле (79), закон роста населения можно выразить следующим образом: 
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За t=0 возьмем 1999 год, когда население Земли составило 
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Тогда
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или
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Ищем такое t, чтобы 
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Тогда 
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откуда 
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Логарифмируя последнее равенство, имеем 
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откуда 
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Итак, примерно в 2104 г. мир достиг бы предела насыщения, если бы сохранился темп роста населения.

Решение уравнения (79) выражается с помощью экспоненциальной функции 
[image: image704.wmf]kt
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, которая очень быстро возрастает. График этой функции представлен на рис. 10. 
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Рисунок 10. График функции 
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Если t растет в арифметической прогрессии, то есть принимает возрастающую последовательность значений 
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то соответствующие значения 
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 образуют геометрическую прогрессию 
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. Поскольку k>0, имеем q>1. Откуда следует, что 
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Из решения этой задачи видно, что согласно модели Мальтуса население Земли растет очень быстро. Говоря о росте населения, ученые употребляют термин «демографический взрыв». Этот термин вполне уместен, поскольку рост населения описывается тем же дифференциальным уравнением, что и ядерный взрыв. (Число распадов ядра при цепной реакции растет экспоненционально, столь же быстро растет и выделяемая энергия: 
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Таким образом, согласно Мальтусу, человечество находится в ловушке — если оно не наладит регулирования рождаемости, то оно обречено на безработицу, голод и обнищание широких масс.

4 Задачи для самостоятельного решения

1. Скорость остывания нагретого тела пропорциональна разности температур тела и окружающей среды. За 10 минут тело охладилось от 
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 до 
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. Температура среды постоянна и равна 
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. Когда тело остынет до 
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?

Ответ. Тело остынет до 
[image: image719.wmf]C
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 через 40 минут.

2. Найти закон движения тела, движущегося со скоростью, пропорциональной пройденному пути, если известно, что за 10 с тело проходит 100 м и за 15 с проходит 200 м.

Ответ. 
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3. В резервуаре находится 100 л рассола, содержащего 10 кг растворенной соли. Вода вливается в резервуар со скоростью 3 л в минуту и вытекает из него со скоростью 2 л в минуту, причем концентрация поддерживается равномерной посредством перемешивания. Сколько соли будет содержаться в смеси по истечении 1 часа?

Ответ. 3,9 кг соли будет содержаться в смеси по истечении 1 часа.

4. Шарик массой m=0,5 кг подбросили вертикально вверх со скоростью 
[image: image721.wmf]20
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 м/с. Чему равна максимальная высота 
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подъема шарика? Сила сопротивления воздуха пропорциональна скорости, коэффициент сопротивления равен k=0,5 Нс/м.

Ответ. 
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5. Сосуд объемом V = 2 л содержит воздушную смесь (воздух и азот). Из сосуда вытекает a(t)=2t л воздушной смеси в минуту, и такое же количество смеси втекает, причем во втекающей смеси количество азота составляет 
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л за минуту. Определить количество азота (л) в сосуде в момент T =1 мин, если в момент t = 0 в сосуде содержалось 
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л азота. Количество азота в сосуде подчиняется закону 
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Ответ. Количество азота в сосуде в момент T = 1 мин равно 0,274 л.

6. Согласно опытам, в течение года из каждого грамма радия распадается 0,44 мг. Через сколько лет распадется 50% имеющегося радия?

Ответ. Через 1575 лет распадется 50% имеющегося радия.

7. За 30 дней распалось 50% первоначального количества радиоактивного вещества. Через сколько времени останется 1% от первоначального количества?

Ответ. Через 200 дней останется 1% от первоначального количества.

8. Цилиндрический бак поставлен вертикально и имеет отверстие в дне. Половина воды из полного бака вытекает за 5 мин. За какое время вытечет вся вода?

Ответ. 
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9. В течение года из каждого грамма радиоактивного вещества распадается 0,44 мг (
[image: image728.wmf]кг
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). Через сколько лет распадется половина имеющегося количества?

Ответ. Через 1600 лет распадется половина имеющегося количества радиоактивного вещества.

10. Лодка замедляет свое движение под действием сопротивления воды, которое пропорционально квадрату скорости лодки. Начальная скорость лодки 3 м/с, через 5 секунд ее скорость составила 2 м/с. Какая скорость будет у лодки через 10 с от начала торможения?

Ответ. Через 10 с скорость лодки будет равна 1,5 м/с.

11. Лодка замедляет движение под действием сопротивления воды, которое пропорционально скорости лодки. Начальная скорость лодки равна 2 м/с, а ее скорость через 4 секунды равна 1 м/с. Найти закон изменения скорости лодки V от времени t. Через какое время лодка остановится (ее скорость станет меньше 0,1 м/с)?

Ответ. 
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; лодка остановится через 20 сек.

12. Начальная  температура  тела 
[image: image731.wmf]C
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.  За  10  мин  оно  нагрелось  до 
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. Температура окружающего воздуха поддерживается равной 
[image: image733.wmf]C
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. Когда тело нагреется до 
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? Принять, что скорость нагревания (или остывания) тела пропорциональна разности температуры тела и температуры окружающей среды. Тогда функция y(t), где y – температура тела, а t – время, подчиняется закону 
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. Здесь k – коэффициент теплообмена; h(t) – температура окружающей среды.

Ответ. Через 24,12 мин тело нагреется до 
[image: image736.wmf]C
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13. Моторная лодка движется в спокойной воде со скоростью 5 м/сек. На полном ходу ее мотор выключается и через 40 сек после этого скорость лодки уменьшается до 2 м/сек. Определить скорость лодки через 2 минуты после остановки мотора, считая, что сопротивление воды пропорционально скорости движения лодки.

Ответ. Скорость лодки равна 0,32 м/сек.
14. Вещество А превращается в вещество В. Определить первоначальное количество вещества А и время, когда останется половина этого вещества, если спустя 1 час после начала реакции осталось 22,4 г вещества А. А после 3 часов 11,2 г.

Ответ. Первоначальное количество вещества А равно 44,8 г, время, когда останется половина этого вещества  - 1 час. 
15. Вещество А превращается в вещество В. Определить первоначальное количество вещества А и время, когда останется половина этого вещества, если спустя 1 час после начала реакции осталось 89,6 г вещества А. А после 3 часов 22,4 г.

Ответ. Первоначальное количество вещества А равно 179,2 г, время, когда останется половина этого вещества  - 1 час. 
16. Некоторая реакция при 
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 завершается за 2 часа. Через какое время закончится эта реакция при 
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, если ее температурный коэффициент равен двум?

Ответ. Через 3,75 мин закончится эта реакция.

17. В благоприятных для размножения условиях находится 
[image: image739.wmf]0
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 бактерий. Экспериментальным путем установлено, что скорость их размножения пропорциональна их количеству. Найти зависимость роста числа бактерий с течением времени.

Ответ. 
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18. Для сохранения спермы самцов-производителей на длительное время ее замораживают и держат при температуре 
[image: image741.wmf]C
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. За сколько времени сперма охладится до 
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, если ее начальная температура 
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 и известно, что за 20 мин в термостате она охладилась до 
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Скорость охлаждения прямо пропорциональна разности между температурой тела и температурой в термостате.

Ответ. За 126 минут сперма охладится до 
[image: image745.wmf]C
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19. При брожении скорость прироста действующего фермента пропорциональна его наличному количеству. Через 14 ч после брожения масса фермента составила 6 г, а через 3 ч – 8 г. Найдите массу фермента до начала брожения.

Ответ. Масса фермента до начала брожения равна 5,2 г.

20. Изменение численности населения горнорудного поселка с течением времени описывается уравнением:
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где t – время в годах. В начальный момент времени население поселка составило 5000 человек. Каким оно станет через 3 года?

Ответ. Через 3 года население поселка станет 2685 человек.


21. Скорость сокращения мышцы описывается уравнением

[image: image747.wmf](
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где 
[image: image748.wmf]0
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 - полное сокращение мышцы; 
[image: image749.wmf]b

 - постоянная величина, зависящая от нагрузки; x – сокращения мышцы в данный момент.


Найдите закон сокращения мышцы, если x=0 при t=0.


Ответ. 
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22. В поселке с населением 3000 человек распространение заболевания описывается уравнением:
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где y – число заболевших в момент времени t, t – число недель.

Сколько больных будет в поселке через 2 недели, если не принять экстренных санитарно-профилактических мер? Известно, что в начальный момент было трое больных.

Ответ. 863 больных будет в поселке через 2 недели.

23. Найти выражение объема реализованной продукции y=y(t) и его значение при t=2, если известно, что кривая спроса имеет вид p(y)=3-2y, норма акселерации 1/l=1,5, норма инвестиций m=0,6, y(0)=1.

Ответ. 
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24. В условиях ненасыщенного рынка найти объем производства по истечении шести месяцев при норме инвестиции m=0,6, цене p=0,15, l=0,4, y(0)=24.

Ответ. y=29,79.

25. Функции спроса и предложения имеют, соответственно, вид:
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Найти зависимость равновесной цены от времени и определить, является ли она устойчивой.

Ответ. 
[image: image755.wmf]2

10

2

+

=

-

e

p
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26. Найти функцию спроса p=p(y), если эластичность имеет вид 
[image: image756.wmf]20
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Ответ. p=20-2y.

27. Найти функцию спроса, если эластичность имеет вид 
[image: image757.wmf](
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Ответ. 
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28. Функции спроса и предложения имеют, соответственно, вид:

[image: image759.wmf].
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Найти зависимость равновесной цены от времени и определить, является ли цена устойчивой.

Ответ. 
[image: image760.wmf]2
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29. Найти зависимость y=y(t) объема реализованной продукции от времени, если m=0,6, l=0,4, 
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Ответ. 
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