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Введение
     Целью предлагаемого   курса  «Математика 2»  является выработка у студентов умения проводить математический анализ прикладных задач,       овладение    основными математическими методами исследования и решения таких задач.   
          Способствует  развитию  логического мышления и творческих способностей студентов формирует  у студентов умение самостоятельно расширять и углублять математические знания 
Математика является не только мощным средством решения прикладных задач и универсальным языком науки, но также элементом общей культуры. Математика для инженера  – это метод мышления, поэтому студенты должны хорошо овладеть математикой.

Будущие специалисты получают представление о применении математики в различных отраслях техники и естествознания: в гидравлике, в математических задачах энергетики, теории надежности, теории массового обслуживания и во многих других теоретических и прикладных науках. Освоение курса «Математика 2» в дальнейшем способствует успешному освоению таких дисциплин обязательного компонента, как: теоретическая и прикладная механика, надежность и ремонт машин, начертательная геометрия, метрология, математические задачи энергетики, гидравлика
Важное и особое значение  в курсе «Математики 2»  отводится  изучению  дифференциального  исчисления   функции двух  переменных – математическому аппарату,  широко  используемому    для  нахождения   оптимальных значений  различных показателей,    т.е.    решение задач    на  экстремум.  Фундаментальные понятия   математического анализа  иллюстрируются  типовыми заданиями .

       Для успешного освоения дисциплины «Математика 2» необходимо знание школьного курса математики и  основ  курса «Математика 1»  
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Функции двух и нескольких переменных
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Определение.  
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 называется связным, если любые две точки этого множества можно соединить непрерывной кривой, целиком лежащей в этом множестве.
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Построить и охарактеризовать область, заданную системой неравенств в 
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Построить и охарактеризовать область, заданную системой неравенств в 
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Множество: неограниченное, незамкнутое, несвязное (рис. 2).
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Рисунок 1. Множество: ограниченное,   Рисунок 2. Множество: 

незамкнутое, несвязное            неограниченное, незамкнутое,   .                                                                                                 .                                                                            несвязное
Упражнение.  Построить и охарактеризовать множества, заданные системами неравенств в 
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1.2 Последовательность точек в  
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Определение.  
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1.3 Понятие функции нескольких переменных
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Способы задания функции двух  переменных
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Табличный. Задается таблицей с двумя входами:
Таблица 1.1 Задание функции в виде таблицы  
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Если поверхность задана, то можно сказать, что задана функция 
двух переменных графически, тогда уравнение поверхности 
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Определение. Рассмотрим функцию двух переменных 
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Линией уровня функции двух переменных называется кривая, вдоль которой функция принимает постоянное значение, т. е. значе​нию функции  
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Рисунок 3. Геометрический                 Рисунок 4. Уравнение сферы

смысл двух переменных                      с центром в точке D(0;0;0) и r = 1
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Рисунок 5. Линии уровня                      Рисунок 6. Поверхность построенная
функции окружности с центром         по линиям уровня 
(0;0) и r =√c
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Замечание. Линейная функция 
двух переменных определяет плоскость в пространстве.

Упражнение. Найти и построить линии уровня функции 
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Функции трех и более переменных
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Замечание.  У функции трех переменных реального геометрического смысла нет, но множество точек 
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2  Предел функции. непрерывность функции
2.1 Предел функции
 Определение. Число 
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Замечания:  

1) аналогично функции одной переменной вводятся понятия бесконечно малых и бесконечно больших функций нескольких переменных в точке и на бесконечности; 

2) все свойства предела функции одной переменной верны и для функции нескольких переменных;

3) понятия эквивалентности бесконечно малых и бесконечно больших функций аналогичны понятиям для функции одной переменной. 
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Так как при переходе в полярную систему координат 
[image: image308.wmf]0

®

r

, если 
[image: image309.wmf]0

,

®

y

x

, и не зависит от 
[image: image310.wmf]j

, то предел функции будет существовать, если он не зависит 
от 
[image: image311.wmf]j

. Тогда  
[image: image312.wmf]j

j

j

j

r

sin

cos

sin

cos

lim

0

+

-

®

 не существует, так как получается значение, зависящее от 
[image: image313.wmf]j

.

5. 
[image: image314.wmf](

)

0

sin

cos

lim

sin

cos

0

0

lim

3

3

0

0

0

0

2

2

3

3

0

0

=

+

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

=

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

+

+

®

®

Þ

®

®

®

®

j

j

r

j

r

j

r

r

r

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

.

6. 
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2.2 Непрерывность функции в точке и на множестве
Определение.  Функция 
[image: image319.wmf](
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Определение.  Функция 
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 непрерывна на множестве 
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, если она непрерывна в каждой точке этого множества.

Определение. Точка 
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 называется точкой разрыва функции 
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Точка 
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 называется точкой разрыва первого рода, если 
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существует, но не равен 
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Точка 
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 называется точкой разрыва второго рода, если  предел не существует или равен бесконечности.

Точка 
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– точка устранимого разрыва, если предел существует, но не существует 
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Замечания: 

1) исходя из определения непрерывности функции в точке и предела функции в точке, можно установить, что все свойства непрерывных функций одной переменной верны и для функций многих переменных: сумма, произведение, частное, суперпозиция непрерывных функций есть непрерывные функции;

2) так же, как элементарные функции одной переменной непрерывны в своей области определения, элементарные функции многих переменных непрерывны в своей области определения.

Теорема. Всякая непрерывная функция нескольких переменных в замкнутой ограниченной области достигает в ней своего наибольшего и наименьшего значений (либо внутри области, либо на границе).

3  Частные производные, дифференциал, дифференцирование сложных и неявных функций
3.1 Частные и полные приращения, частные производные, дифференциалы функции двух переменных
Рассмотрим 
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 (рис. 10).  Если 
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[image: image346.wmf]x

 и 
[image: image347.wmf]y

 в точке 
[image: image348.wmf]0

M

.

Определение.  Частным приращением функции по переменным 
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Определение.  Полным приращением функции по переменным 
[image: image354.wmf]x

 и 
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 в точке 
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Определение. Частными производными функции 
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 называется предел отношения частного приращения функции к соответствующему приращению аргумента, когда последний стремится к нулю и обозначаются          
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Механический смысл частных производных – мгновенная скорость изменения функции в точке 
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.

Определение. Частным дифференциалом функции 
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показать, что частные дифференциалы имеют вид 
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Определение.  Полным дифференциалом функции 
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называется главная часть полного приращения функции, линейная относительно 
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 Если полное приращение функции можно так представить, то функция имеет полный дифференциал и ее называют дифференцируемой в точке, т. е. дифференциал функции есть бесконечно малая величина относительно бесконечно малых 
[image: image390.wmf]x
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 и 
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, эквивалентная полному приращению функции.

Теорема (необходимое и достаточное условие дифференцируемости). Функция 
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Замечания:  
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Пример.  Найти частные приращения, полное приращение, частные дифференциалы, полный дифференциал, частные производные в точке 
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Решение. Возьмем точки 
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Для независимых переменных 
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Замечание.  Частные производные можно обозначить следующим образом: 
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)

(

)

x

y

x

f

x

z

y

x

f

z

x

x

¶

¶

º

¶

¶

º

¢

º

¢

,

,

.

Чтобы найти частную производную по одной из переменных 
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Пример.  
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3.2 Частные дифференциалы и производные, полный дифференциал функции нескольких переменных
Рассмотрим функцию 
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Рассмотрим точки 
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Определение.  Частным приращением по 
[image: image432.wmf]i

-й переменной функции 
[image: image433.wmf](

)

m

x

x

f

u

,...,

1

=

 в точке 
[image: image434.wmf]0

M

 называется выражение 
[image: image435.wmf](

)

(

)

0

,

1

0

M

f

M

f

u

i

M

m

i

x

i

-

=

D

=

.

Определение.  Полным приращением функции в точке 
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Определение.  Частной производной по 
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Замечание.  Частные производные могут обозначаться
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Определение.  Полным дифференциалом функции 
[image: image447.wmf](
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независимых переменных, то полный дифференциал имеет вид  
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Чтобы найти частную производную от функции 
[image: image456.wmf]m

 переменных по 
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-й переменной, нужно зафиксировать все переменные, кроме 
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-й и вычислять производную как от функции одной переменной.

Замечания: 

1) полный дифференциал для функции нескольких переменных обладает теми же свойствами, что и для одной переменной;

2) полный дифференциал для функции нескольких переменных обладает свойством инвариантности, т. е. сохраняет свой вид независимо от того, являются ли 
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Пример. Найти частные производные и полный дифференциал функции  
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Примеры. Найти дифференциалы функции, пользуясь его свойствами.
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3.3 Дифференцирование сложных функций
Дифференцирование сложной функции следует из инвариантности формы дифференциала.

Рассмотрим  
[image: image475.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

x

t

x

t

x

f

u

m

,...,

,

2

1

=

.


[image: image476.wmf]=

¢

+

+

¢

+

×

¢

=

=

dt

dx

x

f

dx

x

f

dx

x

f

dt

df

dt

du

m

m

...

2

2

1

1

 
[image: image477.wmf](

)

(

)

(

)

t

x

x

f

t

x

x

f

t

x

x

f

m

m

¢

×

¢

+

+

¢

×

¢

+

¢

×

¢

=

...

2

2

1

1

.

Рассмотрим  
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Тогда  
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3.4 Производная функции, заданной неявно
1. Рассмотрим функцию одной переменной, заданную неявно: 
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Задача.  Составить уравнение касательной к кривой в точке 
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, заданной неявным уравнением 
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Решение.  Уравнение прямой 
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Тогда уравнение касательной к кривой 
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 – нормаль к касательной в точке 
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2. Рассмотрим функцию двух переменных 
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Замечание.  
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1. Аналогично получаем частные производные функции           
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4  Применение дифференциала в приближенных вычислениях
4.1 Линеаризация функции в окрестности точки
В окрестности точки 
[image: image523.wmf](
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Обозначим координаты точки 
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 соответственно 
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Формула примет вид
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Линеаризация означает, что в окрестности точки 
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 функция 
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Это уравнение касательной гиперплоскости к гиперповерхности 
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Рассмотрим функцию двух переменных 
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Тогда формула линеаризации записывается следующим образом:
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Уравнение касательной плоскости 
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 EMBED Equation.3  [image: image547.wmf](
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Неявный вид: 
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Вектор нормали в точке 
[image: image549.wmf]0
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4.2 Касательная плоскость к поверхности, заданной неявным уравнением
Пусть поверхность задана уравнением 
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Тогда уравнение касательной плоскости имеет вид
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Вывод.  Касательную плоскость можно провести к поверхности в точке 
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 одновременно в ноль не обращаются. Точка, в которой производные одновременно обращаются в ноль, – особая точка поверхности и, следовательно, касательную плоскость в особой точке провести нельзя.

Замечания:  
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1. Линеаризовать функцию в окрестности точки 
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2. Вычислить приближенное значение функции в точке 
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Пример.  
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1. Записать уравнение касательной плоскости в точке 
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2. Линеаризовать функцию 
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Решение.
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4.3 Производные и дифференциалы высших порядков
1. Рассмотрим функцию двух переменных 
[image: image600.wmf](

)

y

x

f

z

,

=

.


[image: image601.wmf](

)

(

)

ê

ê

ë

é

¢

¢

=

¢

¢

¢

¢

=

¢

¢

y

y

yy

x

x

xx

z

z

z

z

( производные второго порядка по 
[image: image602.wmf]x

 или 
[image: image603.wmf]y

.


[image: image604.wmf](

)

(

)

ê

ê

ë

é

¢

¢

=

¢

¢

¢

¢

=

¢

¢

yx

x

y

xy

y

x

z

z

z

z
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Если функция имеет непрерывные частные производные второго порядка, то ее называют дважды дифференцируемой и тогда она имеет дифференциал второго порядка 
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Замечание.  Смешанные частные производные не зависят от порядка дифференцирования, если они непрерывны, т. е. 
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2. Рассмотрим функцию 
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4.4 Формула Тейлора
Пусть функция 
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Рассмотрим функцию двух переменных 
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Пример.  Представить в виде многочлена третьей степени в 
окрестности точки 
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Замечания:

1) формула линеаризации – частный случай формулы Тейлора, когда 
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2) формулу Тейлора в точке 
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 5  Локальные экстремумы
5.1 Понятие локального экстремума
Определение.  Рассмотрим 
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Пример.  Пусть точка 
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Необходимое и достаточное условия существования локального экстремума Необходимое условие  Пусть точка 
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Теорема 1.  В точке локального экстремума 
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2. Теорема 2.  Пусть функция 
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меняет свой знак в зависимости от приращений аргументов.
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Пример. Найти точки локального экстремума функции 
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 требуются дополнительные исследования.
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5.2 Производная по направлению,  вектор-градиент
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Рассмотрим вектор
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Вывод формулы производной по направлению:
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Таким образом, значение производной по направлению в точке 
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Замечание.  Для функции двух переменных аналогично выво​дится  производная по направлению 
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Пример. Найти мгновенную скорость изменения функции 
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Найти направление максимума и минимума мгновенной скорости 
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 направлен по нормали к линии уровня (для функции двух переменных) или поверхности уровня (для функции трех переменных), проходящей через точку 
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Покажем это для функции двух переменных. Рассмотрим функцию 
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Замечание.  Для линейной функции 
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6 Нахождение наибольшего и наименьшего значений функций
Теорема.  Всякая непрерывная функция достигает своего наибольшего и наименьшего значений в замкнутой ограниченной области, причем либо внутри области – в точке локального экстремума, либо на границе.
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наименьшее, либо в точке касания границы и линии уровня, либо в угловых точках границы (где не существует касательная). 
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 – угловой коэффициент касательной к границе;
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 – угловой коэффициент касательной к линии уровня.

Тогда решение определяется следующей системой:      
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Аналогично составляется система, когда наибольшее и наименьшее значения находятся в угловых точках границы:  
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Нахождение наибольшего и наименьшего значений линейной функции 
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Рассмотрим для данной функции различные области:

1. 
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 . Таким образом, наибольшего и наименьшего значения линейная функция достигает в вершинах многоугольника либо на ее стороне.

Правило нахождения наибольшего и наименьшего значений функции в многоугольнике:  

· находят вершины многоугольника, вычисляют значения функции в этих точках;

· выбирают наибольшее и наименьшее значения функции.

Если значения функции совпадают в двух точках, то функция достигает наибольшего и наименьшего значений на стороне, соединяющей эти точки.
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Пример.  
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Схема нахождения наибольшего и наименьшего значений функции:

1) находим область определения функции, строим ее;

2) находим критические точки функции и выбираем те, которые принадлежат данной области. Вычисляем значения функции в этих точках;

3) находим наибольшее и наименьшее значения функции на границе (методом исключения);

4) из найденных значений в п. 2), 3) выбираем наименьшее и наибольшее.
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 сводится к нахождению наибольшего и наименьшего значений функции 
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Замечание. Если граница не задается одним уравнением, а разбивается на 
[image: image922.wmf]k

 частей, каждая из которых задается уравнением 
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, то наибольшее и наименьшее значения на границе находим по следующей схеме: 

· вычисляем значения в точках пересечения кривых; находим наибольшее и наименьшее значения внутри каждой из границ;

· выбираем наибольшее и наименьшее значения.
Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции (рис.13) 
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Решение.

1. 
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2. Найдем критические точки.
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3. Найдем наибольшее и наименьшее значения функции на границе.
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6.1 Условный экстремум

Задача условного экстремума для функции двух переменных 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
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 (рис. 14).

Задача решается тремя способами:

Метод исключения.  

Уравнение связи 
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С помощью линий уровня.

Линии уровня функции, соответствующие значению 
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Метод множителей Лагранжа.

Вводится вспомогательная функция – функция Лагранжа. 
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Замечание.  Функция Лагранжа совпадает с исходной функцией при условии выполнения уравнения связи. Т. о., задача сводится к нахождению точек локального экстремума функции Лагранжа:

1) находим критические точки:  
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2) проверяем достаточные условия существования экстремума, т.е. знак 
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Пример.  
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 – уравнение связи (рис. 15).
Решение.

1-й  способ.  Методом исключения. 
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2-й способ.  Составляем функцию Лагранжа.
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. Находим критические точки.
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 Рассмотрим методы решения данной задачи.
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Эти неизвестные подставляем в саму функцию, т. е. получаем функцию меньшего числа переменных:
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2. Метод множителей Лагранжа. Как и для функции двух переменных, составляем функцию Лагранжа   
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Находим частные производные:
[image: image1050.wmf];

1

;

;

.

;

2

1

2

1

2

1

1

2

1

-

-

+

+

+

+

-

=

¢

+

=

¢

-

=

¢

=

¢

+

=

¢

z

y

x

F

y

x

F

x

F

y

F

z

F

z

y

x

l

l

l

l

l

l

l

 
[image: image1051.wmf]Þ

 
[image: image1052.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

=

+

=

-

-

+

=

-

+

+

+

+

;

0

;

0

1

;

0

.

0

;

0

2

1

2

2

1

1

1

l

l

l

l

l

y

x

z

y

x

x

y

z

 
[image: image1053.wmf]Þ

 
[image: image1054.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

-

=

=

=

=

=

;

4

;

.

0

6

1

;

3

;

0

2

1

y

y

y

z

y

x

l

l

l



[image: image1055.wmf]0

=

y

; 
[image: image1056.wmf]0

=

x

; 
[image: image1057.wmf]0

1

=

l

; 
[image: image1058.wmf]1

-

=

z

; 
[image: image1059.wmf]0

2

=

l

.

Критическая точка  
[image: image1060.wmf](

)

0

;

0

;

1

;

0

;

0

0

-

M

, 
[image: image1061.wmf](

)

1

;

0

;

0

~

0

-

M

.


[image: image1062.wmf](

)

1

2

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

l

l

l

l

dzd

dyd

dydx

dxd

dxd

dxdz

dy

F

d

-

-

+

+

+

+

=

;


[image: image1063.wmf];

.

2

1

dz

dy

dx

d

dy

dx

d

-

-

=

+

=

j

j



 EMBED Equation.3  [image: image1064.wmf]Þ

 
[image: image1065.wmf]î

í

ì

=

=

-

-

+

;

0

.

0

dy

dx

dz

dy

dx



 EMBED Equation.3  [image: image1066.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image1067.wmf]î

í

ì

=

=

.

2

;

dy

dz

dy

dx



[image: image1068.wmf](

)

(

)

0

6

2

2

2

2

2

>

=

+

=

dy

dxdz

dy

F

d

 – точка локального минимума.

Ответ: 
[image: image1069.wmf](

)

0

0

min

=

=

M

u

u

усл

.

                                      Типовые задания № 1

  1  Докажите, что предел функции существует, и вычислите его или           докажите, что предел не существует.

  2   Исследуйте функцию на непрерывность.

  3 Докажите, что функция 
[image: image1070.wmf](
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ограничена или не ограничена на  множестве Q.

   4 Пользуясь определением частной производной, найдите (u/(x и (u/(y   для u=f(x,y). 

           5   Найдите (u, du в точке (1;1) для функции u=f(x,y). 

  6   Найдите наибольшее или наименьшее значения функции в области Q    c помощью линий уровня. 

Вариант 1

1 Докажите, что  
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Вариант 2

1 Вычислите  
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Вариант 3

1  Вычислите  
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Вариант 4
1  Вычислите  
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Вариант 5
1  Вычислите  
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Вариант 6
1  Вычислите  
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Вариант 7

1  Вычислите  
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Вариант 8
1  Вычислите  
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Типовые задания № 2

1  Дано: а) z=f(x,y); б) двумерные точки А,В,С; в) область G.

     1) найдите и постройте область определения функции z=f(x,y);

     2) постройте линию уровня функции, проходящую через точку А;

     3) найдите все первые и вторые частные производные функции;

     4) вычислите 
[image: image1305.wmf](
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;

     5) с помощью полного дифференциала найдите приближенное зна​чение функции в точке В;

     6) исследуйте функцию на локальный экстремум;

     7) постройте область G и найдите наибольшее и наименьшее значения функции в области G;

     8) вычислите производную функции f(х,у) в точке А в направ​лении вектора 
[image: image1306.wmf]AC

;

     9) найдите вектор 
[image: image1307.wmf]A
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g
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 и постройте его на чертеже с изображением линии уровня п.2.

2 Дано: а) функция z=g(х,у); б) дифференциальное уравнение в частных производных 
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. Покажите, что 
данная функция является решением данного диффе​ренциального уравнения.

3 Дано: а) функция z=((x,y); б) точки 
[image: image1309.wmf]Д

, 
[image: image1310.wmf]Д

~

.

     1) линеаризуйте функцию в окрестности точки 
[image: image1311.wmf]Д

;

     2) составьте уравнение касательной плоскости и нормали к по​верхности z=((x,y) в точке 
[image: image1312.wmf]Д

~

.

4 Найдите экстремум функции  а) при условии, что переменные х, у, z связаны уравнением б).

5 Найдите наибольшее и наименьшее значения линейной функции а) в области Q, заданной системой неравенств б).
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Рисунок 7. Линии уровня


























Рисунок. 9  Построение точки M(x,y,z) из окрестности точки M0
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Рисунок 10. Вектор нормали
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Рисунок 12. Наибольшее значение в точке касания





Рисунок  11. Наименьшее значение в точке касания
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Рисунок 13. Многоугольник решений
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Рисунок 14. Задача условного экстремума
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Рисунок 15.  Уравнение связи
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