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Кіріспе

Математика инженерлік - техникалық зерттеулерде өте манызды қызмет атқарады. Ол тек сандық есептің қаруы ғана емес, сонымен катар дәл зерттеулердің әдісі жэне ұғымдар мен мәселелерді анағұрлым нақты калыптастырудың құралы да болып табылады.
Қазіргі кезеңдегі мамандар үшін математика – бұл ойлау әдісі, сол себептен болашақ инженерлер мен экономистердің қоршаған ортаны қабылдауында математикалық комплекстің пайдасы өте зор.
Оқылған математика тараулары мен қолданбалы есептерді шығару – болашақта негізгі пәндерді жақсы меңгеруге септігін тигізеді.
Сонымен қатар, математика туындаған есептерді шешудегі мықты құрал ғана емес, ол бөлек ғылым және жалпы мәдениетін ең маңызды элементі болып табылады. Сондықтан, әрбір маманның математикалық білімі кең ауқымды, ортақ және негізі неғұрлым жақсы қалаулы болуы тиіс.
Теориялық материалдар тақырыптарға бөлінген, оларға қатысты жаттығулар, өзін-өзі тексеру сұрақтары және соңында тест келтірілген. Оқу-әдістемелік кешен, оқу программасына сай, бір айнымалы функцияның дифференциалдық және интегралдық есепеулері, көп айнымалы функциялар бөлімдерінің тақырыптарын қамтиды.
Оқу-әдістемелік кешенінде оқу программасына сай, «Математика 2» пәні бойынша негізгі теориялық материялдарға шолу жасалған, мысалдар келтіріліп оның шығару жолдары көрсетілген, сонымен қатар өз еркімен шығаруға есептер берілген. 5В070300 - Ақпараттық жүйелер мамандығының студенттеріне арналған.


















1 тақырып Анализге кіріспе. Жиындар және оларға колданылатын амалдар. Функция. Негізгі элементар функциялар жэне олардың касиеттері

Мақсат: Студенттердi жиындар және оларға қолданылатын амалдармен, функция ұғымымен, оның берiлу тәсiлдерiмен, негiзгi сипаттамаларымен таныстыру.  

Қарастырылатын сұрақтар:: 
1. Сан жиындары.
1. Бiр айнымалы функция және оның графигi. 
1. Функцияның берiлу тәсiлдерi. 
1. Функцияның негiзгi қасиеттерi. 
1. Керi, күрделi және айқын емес функциялар. 
1. Негiзгi элементар функциялар. 







       	Ортақ белгiсi бойынша бiрiктiрiлген объектiлер жиынтығы жиын деп аталады. Жиын құралатын объектiлер оның элементтерi деп аталады. Жиын латынның бас әрiптерiмен А,В,С…Х,У..., ал оның элементтерi кiшi әрiптерiмен а, в, с…х, у... белгiленедi. Егер жиында элемент болмаса, онда ол бос жиын деп аталады және  деп белгiленедi. Элементтерi сан болатын жиындар сан жиындары деп аталады. Мысалы:  - натурал сандар жиыны,  - бүтiн сан жиыны. R – рационал және иррационал сандардан тұратын нақты сандар жиыны. Рационал сандар -  түрiндегi сандар.  Иррационал сандар - шексiз периодсыз ондық бөлшектер. (…,   …,   е =2,718281…).
         Функция ұғымы екi жиын элементтерi арасында тәуелдiлiк тағайындаумен байланысты. Х  және У  жиындары берiлсiн.  

Анықтама. Егер Х жиынының әрбiр х (х Х) элементiне У жиынының нақты бiр у  (у У) элементi сәйкес қойылса, онда Х  жиынында  функция деп аталады. 

Анықтама.  функциясы анықталатын х тәуелсiз айнымалысының мәндерiнiң жиыны осы функцияның анықталу облысы деп аталады D(f)=X деп белгiленедi. 
Анықтама. Тәуелдi у айнымалының мәндерiнiң жиыны функцияның  мәндер облысы деп аталады E(f)=Y деп белгiленедi.  


Анықтама. Координаталары , х Х болатын нүктелер жиыны  функциясының графигi деп аталады.      

      	 функциясы берiлуi үшiн белгiлi х бойынша у-тiң мәнi табылатын ереженi көрсету қажет. 
     	Функцияның негiзгi берiлу тәсiлдерi: 
  -  аналитикалық;
- кестелiк;
- графиктiк;
- сөздiк.
Функция бiр немесе бiрнеше формулалармен немесе теңдеумен берiлуi аналитикалық тәсiл деп аталады.

Функция графигiн кескiндеу, яғни аргумент мәнi х абциссасы, ал оған сәйкес  функциясының мәнi у ординатасы болатын жазықтықтағы (х;у) нүктелер жиынын салу графиктiк тәсiл деп аталады. 
Функция х  аргументiнiң мәндерi және оған сәйкес f(х) функциясының мәндерi жазылған кесте арқылы берiлуi кестелiк тәсiл деп аталады.  
Функцияның құрылу ережесiн сипаттау арқылы берiлуi сөздiк тәсiл деп аталады.

Функцияның негiзгi қасиеттерi:



Анықтама. Анықталу облысындағы кез келген х үшiн  () теңдiгi орындалса, онда  функциясы жұп (тақ) деп аталады. 
Анықтама. Егер Х аралығында аргументтiң үлкен мәнiне функцияның үлкен (кiшi) мәнi сәйкес келсе, онда осы аралықта функция өспелi (кемiмелi) деп аталады. 


                                      . 
        	Өспелi және кемiмелi функциялар монотонды (бiрсарынды) функциялар деп аталады.  Функция монотонды болатын интервалдар монотондылық интервалы деп аталады. 




Анықтама.  Егер кез келген  үшiн  теңсiздiгi орындалатындай  саны табылса, онда  функциясы Х аралығында шектелген функция деп аталады. 



Анықтама. Егер функцияның анықталу облысындағы кез келген х үшiн  теңдiгi орындалса, онда  функциясы периоды Т0 болатын периодты функция деп аталады.  




         	 анықталу облысы Х , мәндер облысы У,  тәуелсiз айнымалысы х  болатын функция болсын. Әрбiр   үшiн  f(x)=y теңдiгi орындалатындай жалғыз  мәнi сәйкес қойылсын. Сонда алынған анықталу облысы У, мәндер облысы Х болатын   функциясы керi функция деп аталады. 


        	,  функциялары өзара керi функциялар деп аталады. Өзара керi функциялардың графиктерi бiрiншi және үшiншi координаталық бұрыштардың биссектрисасына қарағанда симметриялы болады. 



       	 анықталу облысы U, мәндер облысы У,  тәуелсiз айнымалысы u,  болатын функция болсын, ал u айнымалысының өзi анықталу облысы Х, мәндер облысы U,  тәуелсiз айнымалысы х болатын  функция болсын. .  Сонда Х  жиынында анықталатын  функциясы күрделi функция деп аталады. 

Егер аргументi х болатын у функциясы тәуелдi айнымалыға қарағанда шешiлмеген түрде  теңдеуiмен берiлсе, онда ол айқын емес функция деп аталады. 

Негiзгi элементар функциялар.


  а) дәрежелiк:    ,  ;




  б) көрсеткiштiк:   , а>0,  ;      , ;




  в) логарифмдiк:    , а>0, ;          , ;




  г)  тригонометриялық:  , ,  ,  ;




  д)  керi тригонометриялық: , , , .
       
Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар:  
1. Функция ұғымының анықтамасын тұжырымда. 
1. Функцияның анықталу облысы деп не аталады? 
1. Функцияның графигi деп не аталады?
1. Функцияның ең көп тараған берiлу тәсiлдерi қандай? 
1. Қандай функция жұп (тақ) деп аталады? 
1. Қандай функция өспелi (кемiмелi) деп аталады?
1. Қандай функция шектеулi деп аталады?
1. Қандай функция периодты деп аталады?
1. Қандай функция керi деп аталады?
1. Қандай функциялар өзара-керi деп аталады?  
1. Декарт координаталар жүйесiнде берiлген функция графигi бойынша оның керi функциясы графигiн қалай салуға болады? 
1. Қандай функция күрделi деп аталады?
1. Қандай функция айқын (айқын емес) деп аталады?
1. Негiзгi элементар функцияларды ата. Олардың негiзгi қасиеттерi қандай? 
1. Функцияның берілу тәсілдері?
1. Функцияның мәндер облысы дегеніміз не?
1. Кері функцияны қалай табамыз?

Жаттығулар:
1. у = 2х + 5 функциясының графигін салыңыз.
2. у= - 2х + 4 функциясының координат остерімен қиылысу нүктелерін табыңыз және графигін салыңыз.
3. у = 2х – 6 сызықтық функциясының графигін тұрғызыңыз. Графиктің көмегімен келесі сұрақтарға жауап беріңіз: 
а) х-тің қандай мәнінде  у = 0 тең болады? 
б) х -тің қандай мәнінде  у > 0 тең болады? 
в) х-тің қандай мәнінде у < 0 тең болады? 
4. sin 2x функциясының периодын табыңыз.
5.  y = x2 + 3x – 1 функциясының мәндер облысын табыңыз.
6.  Функция f(x) = 2x + 1 формуласымен берілген. Табыңыз: f(1); f(2); f(3); f(7,1);
7. y = 11 - 
8. у = cos х функциясының кез келген Т периоды cos х = 1 теңлеуінің шешімі болатынын дәлелдеңіз.
	9. Параллель тасымалдауды қолданып у=х2, у=(х-4)2, у=(х+5)2 функцияларының графигін тұрғызыңыз.
10. Параллель тасымалдауды қолданып у=-3х+1, у=-3х, у=-3х-2 функцияларының графигін тұрғызыңыз.

11. Функциясының анықталу облысын табыңыз.

	
a)     

c) 


e)  
	

b)  


d)  

f) 

	12. Функциясының анықталу облысын табыңыз.


	a) y = ln(x2 + 9x + 20)

c) 

e) 
	b) y = ln(-3 + 4x - x2)

d) 
f)  y = ln(x2 + 7x + 6)

	
13. Функциясының анықталу облысын табыңыз.


	a) y = ln(x2 + 5x + 8)

c) y = ln(x2 - 4x + 3)


e) 
	b)  y = ln(-4 + 3 x - x2) 

d) 

f) 

	
14.  f (f (x)) күрделі функцияны табыңыз, если

	a) f (x) = 2 x + 1
c) f (x) = 1 + 2 /x
e) f (x) = 2 x / (3 x + 1)
	b) f (x) = 3 x  1
d) f (x) = 3 + 2 /x 
f)  f (x) = 5 x / (3 x + 1)




	15. f (x) = x 3,   g (x) =2 x + 1 болсын. Табу керек: 
а) күрделі функцияны  f (g (x)),    g (f (x)),    f (f (x)),    g (g (x));
b) кері функцияны  f –1(x),     g–1(x);        
c) күрделі функцияны  f (g –1(x)),  g (f –1(x)),  f –1(g(x)),   g–1(f (x))

	
16. f (x) = 4x – 1,   g (x) =0,5 x + 3 болсын. Табу керек:
а) күрделі функцияны  f (g (x)),    g (f (x)),    f (f (x)),    g (g (x));
b) кері функцияны  f –1(x),     g–1(x);        
c) күрделі функцияны  f (g –1(x)),  g (f –1(x)),  f –1(g(x)),   g–1(f (x))

	17. y = f (x) функциясы үшін y=f 1(x) кері функциясын табу керек

	a) y = 2x3        b) y = 0.5x+1        c) y =2+1/x         d) y =12/x      
e) y = x/(x+1)     f) y =1/(1x)  


	18. f 1(g (x)) күрделі функцияны  табу керек

	a)  f (x)=2x+5 ,
c)  f (x)=x+3 ,
e)  f (x) =2+1/x,
	g(x)=4x+7
g(x)=4x+5
g(x)=3+4/x
	b) f (x)=3x1 ,
d) f (x)=1+2/x,
f) f (x)=4+5/x,
	g(x)=6x+5     
g(x)=3x+4
g(x)=3+2/x     

	
19. f (g1(x))   күрделі функциясының x0  нүктесінде мәнін табу керек


	a)  f (x) = 5 x + 8,
b)  f (x) = 2 x – 5,
c)  f (x) = 3 x + 6,
d)  f (x) = 4 x + 5,
e)  f (x) = 9 + 4 /x,
f)  f (x) = 7 + 6 /x,
	g (x) = –x + 4,
g (x) = 4 x – 3,
g (x) = –4 x + 5,
g (x) = – 4 x + 1,
g (x) = 4 + 2 /x
g (x) = 5 + 3 /x
	x0 = 7
x0 = 1
x0 = 1
x0 = 3
x0 = 1
x0 = 1




2 тақырып  Функцияның нуктедегі шегі. Сан тізбегі, касиеттері. Тамаша шектер. Үзіліссіздік. Узіліс нуктелерінің классификациясы

Мақсат: Студенттердi дифференциалдық есептеулер аппараты дамуына және математика ғылымының басқа бөлiмдерiне де негiз болатын математиканың негiзгi ұғымдарының бiрi – функция шегi ұғымымен таныстыру. 

Қарастырылатын сұрақтар:
1. Нүктенiң аймағы. Сан тiзбегi. Сан тiзбегiнiң шегi. 
1. Функция шегi ұғымы. Шексiз үлкен және шексiз кiшi функциялар. 
1. Функция шегi туралы негiзгi теоремалар.
1. Функцияның нүктедегi және кесiндiдегi үзiлiссiздiгi. 
1. 
Екi тамаша шек.  саны.












         	- кез келген нақты сан болсын.   нүктесiнiң аймағы деп  нүктесiн қамтитын кез келген (a,b) интервалы аталады. Дербес жағдайда   интервалы  нүктесiнiң эпсилон-аймағы деп аталады , мұнда .  саны аймақтың центрi деп, ал   саны аймақтың радиусы деп аталады.  теңсiздiгiнiң орындалуы х нүктесi   нүктесiнiң -аймағына түскенiн көрсетедi (1-сурет).


                                                                                       

                                                                                                                     







                                            0       -                                    +        

1 сурет- Нүктенiң -аймағы.


Егер белгiлi бiр заңмен әрбiр натурал n санына нақты бiр аn саны сәйкес қойылса, онда  сан тiзбегi берiлдi дейдi:  a1, a2, a3,…, an,…    

Басқаша айтқанда, сан тiзбегi дегенiмiз - аргументi натурал сандар болатын функция: . a1, a2, a3,…, an,… сандары тiзбек мүшелерi деп, ал an саны берiлген тiзбектiң жалпы немесе n- шi мүшесi деп аталады.  Тiзбек оның жалпы мүшесiнiң формуласы арқылы берiледi: 





;   ;   ;   ,           






Егер кез келген   үшiн -нен тәуелдi N номерi табылып, сан тiзбегiнiң  барлық номерлерi  мүшелерi үшiн  теңсiздiгi орындалса, онда А саны  тiзбегiнiң шегi деп аталады және  деп жазылады.








Егер кез келген   үшiн -нен тәуелдi саны табылып,   орындалатындай барлық х үшiн  теңсiздiгi орындалса, онда А саны  функциясының  ұмтылғандағы шегi деп аталады және  деп жазылады.









Егер кез келген   үшiн -нен тәуелдi саны табылып,  барлық  шартын қанағаттандыратын және  үшiн  теңсiздiгi орындалса, онда А саны  функциясының  ұмтылғандағы шегi деп аталады және   деп жазылады.


Анықтама. Егер тізбегінің кез-келген мүшесі үшін мына тең  орындалатындай қандай да бір M саны (m саны) табылса, онда (1) тізбекті жоғарыдан (төменнен) шектелген тізбек деп атайды.
Егер бұл шарт орындалмаса, онда тізбек жоғарыдан (төменнен) шектелмеген  деп аталады.	
Егер тізбек жоғарыдан да, төменнен де шектелген болса, онда ол шектелген тізбек деп аталады.



Егер тізбегінің кез-келген мүшесі үшін   теңсіздігі орындалса, онда тізбегі өспелі (кемімелі) тізбек деп аталады.
      	Өспелі немесе кемімелі тізбек монотонды  тізбек деп аталады.
Анықтама. Шегі бар тізбекті жинақты тізбек деп, ал шегі болмайтын тізбекті жинақсыз тізбек деп атайды.


















 



        







2-сурет- Функцияның нүктедегi шегiнiң геометриялық мағынасы.



 функция шегiнiң геометриялық мағынасы  нүктесiне өте жақын жатқан барлық х нүктелерi үшiн сәйкес функция мәндерi А санына өте жақын болатынын бiлдiредi.  (2-сурет).                


       - сол жақ шек;               - оң жақ шек.
      



Егер  болса, онда  нүктесiнде  функциясы шексiз үлкен деп аталады. 




Егер  болса, онда  нүктесiнде  функциясы шексiз аз деп аталады. 

         Функция шегi туралы негiзгi теоремалар:  
1. 
;        
1. 
; 
1. 
; 
1. 
; 
1. 

 , егер             


 	Функцияның үзіліссіздігі. Үзіліс нүктелері және олардың тектері.



Анықтама. Егер  нүктесiнде функцияның шегi мен мәнi тең болса, онда ол нүктеде  функциясы үзiлiссiз деп аталады. .


Егер  функциясы () интервалының әрбiр нүктесiнде үзiлiссiз болса, онда ол осы интервалда үзiлiссiз деп аталады.
         	Функция үзiлiссiз болмайтын нүктелер функцияның үзiлiс нүктелерi деп аталады. 




Теорема.  функциясы  нүктесінде үзіліссіз болуы үшін берілген функцияның  нүктесіндегі сол жақты және оң жақты шектерінің өзара тең болуы, яғни мына теңдіктің  орындалуы қажетті және жеткілікті.




Анықтама.  Егер   нүктесінде   теңдігі орындалмаса, онда   нүктесі  функциясының үзіліссіз нүктесі деп аталады.


Айталық,   нүктесі  функциясының үзіліс нүктесі болсын.







Анықтама.  Егер  нүктесінде  функциясының, сол жақ және оң жақты шектері бар және нақты сандары болып, бірақ олар өзара тең болмаса, яғни      , онда  нүктесі  функциясының 1 – текті үзіліс нүктесі деп, ал мына айырма  берілген функцияның  үзіліс нүктесіндегі секіру шамасы деп аталады.




Анықтама.  Егер  нүктесінде  функциясының сол жақты және оң жақты шектерінің ең кемінде біреуі болмаса, яғни не шексіздікке тең болса, не анықталмаса, онда   нүктесі функциясының 2 – текті үзіліс нүктесі деп аталады.

Үзіліссіз функциялардың қасиеттері:







1° Егер  және  функциялары  нүктесінде үзіліссіз болса, онда олардың қосындысы, айырмасы, көбейтіндісі және бөліндісі   де  нүктесінде үзіліссіз функция болады.






2° Егер  функциясы  нүктесінде, ал  функциясы  нүктесінде үзіліссіз болса, онда  күрделі функциясы  нүктесінде ұзіліссіз болады. 
3° Элементар функциялар өздерінің анықталу облыстарында үзіліссіз болады, яғни:
а) тұрақты функция бүкіл сан түзуінде  үзіліссіз.
б) бүтін рационал функция бүкіл сан түзуінде  үзіліссіз.
в) бөлшек рационал функция бөлшектің бөлімінің 0 – ге айналдырмайтын нүктелердің бәрінде үзіліссіз.

г) көрсеткіштік функция  бүкіл сан өсінде үзіліссіз. 

д) логарифмдік функция  аралығында үзіліссіз.
е) тригонометриялық функциялар және кері тригонометриялық функциялар өздерінің анықталу облысында үзіліссіз.


4°  функциясы  кесіндісінде үзіліссіз болсын. Сонда:


а)  функциясы  кесіндісінде шектелген функция болады.



б)  функциясы  кесіндісінде өзінің ең үлкен және ең кіші мәндерін қабылдайды, яғни .









в) егер  болса, онда  шартын қанағаттандыратын және  аралығында жататын ең кемінде бір  нүктесі табылады. Басқаша айтқанда  функциясы  кесіндісінде үзіліссіз болып,  және  нүктелері абцисса өсінің әртүрлі жақтарында орналасса, онда  функциясының графигі Ох өсін ең кемінде бір нүктеде қиып өтеді.







г) егер  функциясының  кесіндісіндегі ең үлкен мәні М санына, ал ең кіші мәні m санына тең болса, яғни  , онда [m;M] кесіндісіне тиісті  саны үшін  шартын қанағаттандыратын және  аралығында жататын ең кемінде бір  нүктесі табылады.











д) егер  функциясы  аралығында 0 – ден өзгеше болып, тек  және  нүктелерінде ғана 0 – ге тең болса  , онда  функциясы  аралығында тек оң мәндер немесе тек теріс мәндер ғана қабылдайды:    немесе   .
Ескерту: Функцияның нүктесіндегі шегін есептегенде үзіліссіз функцияның нүктесіндегі шегі ол функцияның сол нүктесіндегі мәніне тең болатындығын пайдалану керек. 

Мысалы: Мына шекті есептейік: 


 нүктесінде функция үзіліссіз

Тамаша шектер.



                                 
      Негiзi  е саны болатын логарифм натурал логарифм деп аталады және lnx деп белгiленедi.       

Салдар:  


Мысал 1. Жалпы мүшесі  болатын сан тізбегінің алғашқы 4 мүшесін тап.



Шешуі:   ,   ,    ,  

 ,...


Мысал 2. Сан тізбегінің алғашқы бес мүшесі   бойынша оның жалпы мүшесінің формуласын жаз.




Шешуі: Тізбек мүшелерінің алымында тұрған сандар 2, 5, 8, 11, 14 айырмасы 3-ке бірінші мүшесі 2-ге тең арифметикалық прогрессияны құрайды. Сондықтан алымының жалпы түрі арифметикалық прогрессияның жалпы мүшесі  түрінде анықталады. Бөліміндегі сандардың өсу заңдылығы бірінші мүшесі 2-ге, еселігі 3-ке тең геометриялық прогрессия құрайды. Сондықтан бөлімінің жалпы түрі  арқылы өрнектеледі. Сонымен тізбек мүшелерінің жалпы мүшесі мына формула  арқылы өрнектеледі.



Мысал 3. Жалпы мүшесі  болатын сан тізбегінің шегі  болатынын дәлелдеу керек.













Шешуі: Шектің анықтамасы бойынша мына  теңсіздік орындалуы керек. Осыдан  немесе  болады. Сонымен  теңсіздігі мына  саннан артық n нөмірлерден бастап орындалатын болады. Олай болса  қарастырып отырған тізбектің шегі болып табылады. Егер  болса, онда ,   , яғни n=110,  111, ... Сонымен  теңсіздігі 110-шы нөмірден бастап орындалатын болады. Мына  интервалдың сыртында жатқан тізбектің мүшелерінің саны 109, ал 110-ші нөмірден бастап тізбектің барлық қалған мүшелері осы интервалдың ішінде жатады.


Мысал 4. Жалпы мүшесі  болатын сан тізбегінің шектелгендігін дәлелде.




Шешуі: Берілген сан тізбегін былай жазайық: . Бұдан . Демек  шектелген тізбек.

Мысал 5. Функцияның шегін табу керек:	


а)  


б)   


в)   

г)   


д)   



ж)   

Мысал 6. Берілген функцияларды үзіліссіздікке зерттеу керек керек:


   функциясы берілген.



Берілген   функция    интервалдарының әрқайсысында элементар функциялар арқылы берілгендіктен, осы интегрвалдарда үзіліссіз. Сондықтан үзіліс нүктелері бар болса, ол   ғана болуы мүмкін.

 нүктесі үшін:




яғни  нүктесінде  функциясының бірінші текті үзілісі бар.

 нүктесі үшін:



яғни  - функцияның бірінші текті үзіліс нүктесі.


Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар:  
1. Нүктенiң аймағы дегенiмiз не? 
1. Сан тiзбегi деп не аталады? 
1. Сан тiзбегiнiң шегi деп не аталады? 
1. Тiзбек шегiнiң анықтамасын тұжырымда. 
1. Функцияның нүктедегi және шексiздiктегi шегiнiң анықтамасын тұжырымда. 
1. Қандай функция шексiз аз (шексiз үлкен) деп аталады? 
1. Функция шегiнiң негiзгi қасиеттерiн ата. 
1. Қандай функция нүктеде және интервалда үзiлiссiз деп аталады? 
1. Бiрiншi және екiншi тамаша шектердiң формулаларын жаз. 
1.  Қандай логарифм натурал деп аталады? 


Жаттығулар:



1. Жалпы мүшесі а),   б),  в),  болатын сан тізбегінің алғашқы 5 мүшесін тап.
2. Сан тізбегінің алғашқы бес мүшесі   а) 1, 4, 9, 16, 25,...      

                                                                  б)       
бойынша оның жалпы мүшесінің формуласын жаз.

3. Тізбек шегінің анықтамасын пайдаланып, мына теңдіктерді дәлелде: 



     1) ,                      2) ,                       3)         




4. Тізбек шегін тап:   1) ,       2)         3) 




5.  тізбегі шексіз аз тізбек болатынын дәлелде: 1) ,    2) .




6.  тізбегі шексіз үлкен тізбек болатынын дәлелде: 1) ,    2) .

7. Мына шектерді тамаша шектердің көмегімен есепте: 



    1)                    2)               3)    



       4)                  5)              6)  


8. Жалпы мүшесі   болатын сан тізбегінің алғашқы 5 мүшесін тап.


9. Сан тізбегінің алғашқы бес мүшесі   а)    

                                                                  б)  
бойынша оның жалпы мүшесінің формуласын жаз.

10. Тізбек шегінің анықтамасын пайдаланып, мына теңдіктерді дәлелде: 


     1)                        2) 




11. Тізбек шегін тап:   1) ,       2)         3) 




4) ,       5)         6) 

12. Мына шектерді есепте:  


      1)                2)    

13. Мына шектерді тамаша шектердің көмегімен есепте: 



    1)                    2)               3)    
    



   4)                  5)              6)  




14. Мына шектерді есепте:   1) ,                    2)        
    



3)            4)                 5)   
   




6)            7)            8)       9) 




15.   және    функциялары  ұмтылғанда, реттері бірдей ақырсыз кішкене болатынын дәлелде.




16. Мына шектерді есепте:   1)            2) 




3)            4)                 5)   
   




6)           7)           8)       9) 




17.   және    функциялары  ұмтылғанда, реттері бірдей ақырсыз кішкене болатынын дәлелде.


18. Мына шектерді есепте:   





1)                          2)                             3)            4)       5) 




19.   және    функциялары  ұмтылғанда, реттері бірдей ақырсыз кішкене болатынын дәлелде.


20. Эквивалентті ақырсыз кішкене функцияларды пайдаланып шекті тап:  .


21. Берілген функцияны үзіліссіздікке зертте: 




22.  функциясын  және  нүктелерінде үзіліссіздікке зертте.




23.   және    функциялары  ұмтылғанда, реттері бірдей ақырсыз кішкене болатынын дәлелде.


24. Эквивалентті ақырсыз кішкене функцияларды пайдаланып шекті тап:  .


25. Берілген функцияны үзіліссіздікке зертте: 




26.  функциясын  және  нүктелерінде үзіліссіздікке зертте.


3 тақырып  Функцияның туындысы. Дифференциалдау ережелері. Дифференциал және оның колданылуы. Орта мән туралы теоремалар

Мақсат: Студенттердi дифференциалдық есептеудiң негiзгi ұғымы бiр айнымалы функцияның туындысы, оның геометриялық, физикалық және негiзгi дифференциалдау ережелерiмен таныстыру.   

Қарастырылатын сұрақтар:
1. Аргументтiң және функцияның өсiмшесi. 
2. Туындының анықтамасы.
3. Элементар функциялардың туындысы және негiзгi дифференциалдау ережелерi. 
4. Күрделi, керi және айқын емес функциялардың туындысы. 
5. Туындының геометриялық, физикалық және экономикалық мағынасы.





 функциясы  кесiндiсiнде анықталсын.  осы кесiндiнiң тұрақты нүктесi, ал х осы  кесiндiсiне тиiстi айнымалы нүкте болсын.





                                                              

























   


3 сурет-  Аргументтiң және функцияның өсiмшесi.


        нүктесiнен х нүктесiне көшкенде аргументтiң мәнi  шамасына өзгередi. Осы шама аргументтiң өсiмшесi деп аталады.      


       Сонда функция мәнi  шамаға өзгередi. Осы шама  нүктесiндегi функция өсiмшесi деп аталады. 



Анықтама.  нүктесiндегi  функциясының туындысы деп функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне қатынасының  ұмтылғандағы шегi (егер ол шек бар болса) аталады: 
                                              







Функция туындысының бiрнеше белгiлеулерi бар: ,  ,   ,  .

       Егер х  нүктесiнде функцияның ақырлы туындысы болса, онда функция ол нүктеде дифференциалданатын деп аталады. Функцияның туындысын табу амалы функцияны дифференциалдау деп аталады.   

Туынды табу кестесi:

1. 
 ,   С- const
2. 




         Дербес жағдайда   ,   ,                             
3. 
         
4. 

5. 

 
6. 
                        

7. 

8. 

9. 
     
10. 

11. 
   
12. 
            
13. 


Негiзгi дифференциалдау ережелерi:


     Егер  ;  дифференциалданатын функциялар болса, онда мына формулалар орындалады: 
1. 
;
2. 
;
3. 
  ;
4. 
.



		Теорема. Егер ,  өз аргументтерi бойынша дифференциалданатын функциялар болса, онда  күрделi функциясының туындысы болады және ол берiлген функцияның аралық аргумент бойынша туындысы мен аралық аргументтiң тәуелсiз айнымалы х бойынша туындысының көбейтiндiсiне тең, яғни 


					 немесе  .

		Теорема. Туындысы нольге тең болмайтын дифференциалданатын функцияның керi функциясының туындысы берiлген функция туындысының керi шамасына тең, яғни   .










Параметрлік түрдегі функцияның  туындысы.    функциясы    t айнымалысының өзгеру аралығында анықталсын, оны параметр деп атаймыз.  функциясы осы аралықта қатаң монотонды болсын. y=f(x) функциясын  теңдеуімен берілуін функцияның  параметрлік түрде берілуі деп атаймыз. Егер  және   функцияларының туындылары  және   болса, онда y=f(x) функциясының да туындысы бар болады, мұндағы              таңбасы анықталған туындының бар болуы   функциясының қатаң монотондылығының жеткілікті шарты болып табылады  және  сәйкесінше y=f(x) параметрлік түрдегі функция бар болады.  







Туындының геометриялық мағынасы.   Егер қисық  теңдеуiмен берiлсе, онда  осы функция графигiне  нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың бұрыштық коэффициентiне тең, ал  – жанаманың көлбеулiк бұрышы. Сонда  қисығына  нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың теңдеуi (3-сурет) мына түрде болады:  . 


		
4 сурет- Туындының геометриялық мағынасы.
  




		Туындының физикалық мағынасы. Егер нүкте түзу бойымен заңымен қозғалсын, мұнда S - жүрiлген жол, t – уақыт болсын. Сонда нүктенiң  моментiндегi қозғалыс жылдамдығын көрсетедi: .

          Осы сияқты,  функциясының туындысы х аргументiнiң өзгерiсiне қарағанда у функциясының өзгеру жылдамдығына тең.  




Теорема.  Егер  функциясының бір мәнді үздіксіз кері  функциясы бар болса және  функциясының туындысы бар болып, ол нөлден өзгеше болса, онда кері функцияның туындысы тура функцияның туындысының кері шамасына тең, яғни 
Кейде аргумент х-ке тәуелді у функциясын үшінші бір аралық t айнымалысы арқылы береді, яғни 

 ,               (1)

Мұндағы t айнымалысы  аралығында өзгереді. Сонда t айнымалысын параметр деп, ал (1) түрінде берілген функцияны параметрлік түрде берілген функция деп атайды. Бұл түрде берілген функцияны қолданудың кебір жағдайларда артықшылығы бар. Дене қозғалысының траекториясын механикада, әдетте, (1) жүйе түрінде береді.
Параметрлік түрде берілген функцияның туындысын мына формуламен есептейді:

                                                                                                              (2)
Белгісіздер х және у-ті байланыстыратын 

                                                                                                          (3)
теңдеуі берілсін және ол не х, не у арқылы шешілмеген, шешуі күрделі болсын.



Егер х-тің өзгеру облысында оның қандай да бір мәніне белгісіз у-тің бір ғана мәні сәйкес келіп, олар (3) теңдеуді қанағаттандыратын болса, онда (3) теңдеу қандай да бір анықталмаған  функциясын өрнектейді деп атайды. Сонымен, (3) теңдікпен берілген кез келген анықталмаған  функциясы үшін  тепе-теңдігін х-тің барлық мәндері қанағаттандыратын болады. Осындай анықталмаған функцияның туындысын былай табуға болады:

.
Осыдан                    

                                                                                                   (4)


Ескерту. (3) теңдеуден -ті тапқанда у-ті тұрақты ретінде, ал -ті тапқанда х-ті тұрақты деп қарастырады.


Мысал 1.   функциясының туындысын анықтама бойынша табыңыз




Шешуі: Анықтама бойынша ==



==



=








==- ;    = .


Мысал 2.  функциясының туындысын табу керек

Шешуі : Функцияны келесі түрге келтірейік       .

Осыдан: 


Мысал 3. Күрделі функцияның туындысын табу керек .









   Шешуі: , ,  деп белгілейік. Онда ;                 ;          ;  ;  .

  . 


Мысал 4. Параметрлі түрде берілген функциядан туынды алыңыз , егер


 .




Шешуі: , . Онда   =.

Мысал 5. f(x)=5х2-х+2 функциясына  х0=2 нүктесінде жүргізілген жанама теңдеуін жазу керек..

Шешуі: функцияға  х0 нүктесінде жүргізілген жанама теңдеуі келесі түрде   болады: 
Функцияның  х0 нүктесіндегі мәні,    f(x0)=20-2+2=20. 
f /(x)=10х-1, және туындының мәні f /(x0)=19. Жанама теңдеуіне қойып  у=20+19(х-2)=19х-18  аламыз.


Мысал 6.   функциясының туындысын табу керек
Шешімі: 

  
Мысал 7.  функциясының туындысын табу керек:


Шешімі: Алдынмен е негізі бойынша теңдеудің екі жағынан логариф аламыз:


					

Одан кеін  формуласын пайдаланып,

 табамыз.


Мысал 8.  айқын емес түрде берілген функцияның туындысын тап:

Шешімі:	.	

				


										, осыдан

	.

  	Функция дифференциалы 







      	Дифференциалданатын  функцияның өсiмшесiн мына түрде беруге болады: , мұнда -  функциясының туындысы; – тәуелсiз айнымалының өсiмшесi;  –шексiз аз шама. 



Анықтама.  функциясының дифференциалы деп функция өсiмшесiнiң  туынды мен тәуелсiз айнымалы өсiмшесiнiң көбейтiндiсiне тең, -ке қарағанда сызықтық, бас бөлiгi аталады:  .


          Тәуелсiз айнымалының дифференциалы осы айнымалының өсiмшесiне тең: . Сондықтан функция дифференциалының формуласын мына түрде  жазуға болады: .


		Геометриялық мағынасы: Функция дифференциалы дегенiмiз -   функциясының х аргументi  өсiмшесiн алғанда осы нүктеде жүргiзiлген жанаманың ординатасының өсiмшесi. 







  М1
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5 сурет - Дифференциалдың геометриялық мағынасы.

Дифференциалдың қасиеттерi: 
1. dC=0, мұнда C- const;
2. d(u  v)=du  dv;
3. d(Cu)= Cdu;
4. d(uv)= vdu + udv;
5. 
;



, мұнда ,.
			Дифференциалдың жуықтап есептеуде қолданылуы:



	-тiң өте аз шамасында функцияның толық өсiмшесi мен дифференциалдың айырмашылығы өте аз, яғни:  . Осы жағдай жуықтап есептеулерге қолданылады: .

Мысал 6.  Берілген функцияларды дифференциалдау керек:  








Мысал 7.    Ох өсімен қозғалыс заңдары  және   болатын екі материалдық  нүкте қозғалып келеді. Уақыттың қай сәтінде олардың жылдамдықтары бірдей болады?
Шешуі:

Екі нүктенің жылдамдықтарын табамыз:  Шарт бойынша 

 болуы керек.

   Демек,  


Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Аргумент өсiмшесi және функция өсiмшесi деп не аталады? 
1. Функция туындысының анықтамасын тұжырымда.
1. Негiзгi элементар функциялардың туындыларының формулаларын жаз.
1. Функцияны дифференциалдаудың негiзгi ережелерiн жаз. 
1. Күрделi және керi функцияларды дифференциалдау ережесiн тұжырымда. 
1. Туындының геометриялық, физикалық мағынасы қандай?  
1. Функция дифференциалы деп не аталады және оның геометриялық мағынасы қандай? 
1. Функция дифференциалының негiзгi қасиеттерiн ата. 
1. Функцияның мәнiн оның дифференциалы арқылы жуықтап есептеуге болатын формуланы жаз. 


Жаттығулар:
	Тапсырма 1. Функцияның туындысын тап:

	
a) 


b) 


c) 

d) 

e) 

f) 

g) 

h) 
	
a1) 

b1) 

c1) 

d1) 

e1) 

f1) 

g1) 

h1) 
	
a2) 

b2) 


c2) 

d2) 

e2) 

f2) 

g2) 

h2) 



	Тапсырма 2. Функцияның туындысын тап:

	
a) 

b) 

c)  y = sin(2x7 – 3x)
   
d)  y = (1 – x2 + x)4  
 

e) 

f) y = ln(5x2 + 2x + 1)   

g)

h)
	
a1) 

b1) 

c1) 


d1) 

e1)  y = (7 – x3 + x) 3 
  

f1) 

g1)

h1)
	
a2) 

b2) 

c2) 

d2) 
e2) y = sin(1 – x2)

f2) y = ln (3x – 2x3)

g2) y = (4 – x3 – 2x)3
h2) y = (3 – 2x)4



	Тапсырма 3. Функцияның туындысын x =x0 нүктесінде тап:

	
a) ,  х=–2

b) ,  х=1


c) ,  

d) ,  х=1

e) ,     х=2

f) ,  х=1

g),   x = 0
h) y = ln(x2 + 2x – 7),     x = 2

	

a1) y = 2 +3x2 +,   x = 1

b1) y = 1 –2x5–8/x ,   x = 1

c1) ,   x = 1
d1) y = sin(2x5 – 5x),  x = 0

e1) ,   x = 1
f1)  y = (1 – x2 + x)4 ,   x = 0

g1) ,    x = 1



Тапсырма 4. Функцияның туындысын тап:


1. 			    11. 


2. 		   	    12. 


3. 			     13. 


4. 			     14. 


5. 				     15. 


6. 		      16. 


7. 			      17. 


8. 			       18. 


9. 			                 19. 


10.                           20. 

Тапсырма 5.    Берілген функцияларды дифференциалдау керек:  


1.                     2.   


3.               4.   


5.                           6.   


7.                               8.   


9.                          10.   


11.                 12.   


13.                         14.   


15.                       16.      

Тапсырма 6.   Логарифмдік дифференциалдауды пайдаланып функциялардың туындысын тап:

1. y = (x2 +1)2x                       	12. y = x e
2. y = (cos x)x			13. y = (tg 2x)cos 2x
3. y = x sin x			14. y = (1-x2)arcsin x


4. y = x x			15. 

5. y = x			16. y = (cos 2x)tg 2x

6. y = (sin x)x			17. y = (ctg x)sinx
7. y = (ln x)x			18. y = xarcsin x

8. y = x 			19. y =  (x2 +1)cos x

9. y = xsin(x+1)			20. 
10. y = (cos x)sin x

11. 
	

Тапсырма 7.   Параметрлік түрде берілген функциялардың туындысын тап:


1. 					6. 



2. 				7. 	


3. 				 8.	


4. 		  9.	


5. 		   10. 


11. 		   16. 


12. 		    17. 	


13. 	               18. 


14. 	               19. 


15. 	     20. 

Тапсырма 8.   Айқандалмаған түрде берілген функциялардың туындысын тап:

1.  		  	 10. ey + xy=e

2. 		  	 11. x2 + y2 – 2y=0
3. xy=2			 12. sin x – arctg y= 0



4. + =    	 13. ex –x –y3 =0


5. x ++ y =а          	14. x + ln x +=0

6. x2 – 2xy+y3=1	         	15. ctg x +ln =0


7. + =4	         		16. 2x – sin 2x- y2=0



8. - =1	        	 17. tg x - +2=0
9. x2+3xy+y2+1=0       	 18. x lnx – ey+1 = 0

                                        	19. arctg x - ln=0

	 Тапсырма 9.   x аргументінің өсімшесіне сәйкес y=ƒ(х) функциясының х=х0 нүктесінде дифференциалын тап. 
 

	

1.  , x0 = 0, 

2., x0 = 2, x = 0.5

	
Тапсырма 9.   Дифференциалдың жуықтап есептеуін қолданып y=ƒ(х)  функциясының  х = х0  нүктесінде мәнін тап:


	
1. y = 3,
	x0 = 1.95

	
2. y = ,
	x0 = –2.1

	3. y = 2·exp (5 x 2 – 20),
4. y = exp (4 – 4 x 2),
5. y =  3 x + sin (4 x 3 – 4),
6. y = – x + sin (3 x 2 – 12),
7. y = – 4x + ln (9 – 2 x 2),
8. y =  3x + ln (5 – x 4),
	x0 = 1.98
x0 = –0.9
x0 = 1.1
x0 = –2.1
x0 = –1.8
x0 = 0.8






Тапсырма 10.   
1. 
Дене - кубтық парабол:   траекториясы бойымен қозғалады. Оның қандай нүктелерінде өсу жылдамдығының абсциссалары мен ординаталары бірдей?
2. 
Материалдық нүктенің қозғалыс заңы:  .  Уақыттың қандай кезеңінде оның қозғалыс жылдамдығы 2 м/с тең болады?
3. 

Материалдық нүкте  заңымен қозғалады. Нүкте қозғалысының   с  сәтіндегі жылдамдығын табу керек.
4. 

Материалдық нүкте  заңымен қозғалады. Нүкте қозғалысының   с  сәтіндегі жылдамдығын табу керек.
5. 

Материалдық нүкте  заңымен қозғалады. Нүкте қозғалысының   с  сәтіндегі жылдамдығын табу керек.
6. 

Материалдық нүкте  заңымен қозғалады. Нүкте қозғалысының   с  сәтіндегі жылдамдығын табу керек.
7. 
Материалдық нүкте  заңымен қозғалады.  Уақыттың қандай сәтінде оның жылдамдығы 42 м/с тең болады?
8. 
Материалдық нүкте  заңымен қозғалады.  Уақыттың қандай сәтінде оның жылдамдығы 190 м/с тең болады?
9. 

Материалдық нүкте  заңымен қозғалады. Нүкте қозғалысының   с  сәтіндегі жылдамдығын табу керек.
10. 

  Материалдық нүкте  заңымен қозғалады. Нүкте қозғалысының   с  сәтіндегі жылдамдығын табу керек.
11. 

Ох өсімен қозғалыс заңдары  және   болатын екі материалдық  нүкте қозғалып келеді. Уақыттың қай сәтінде олардың жылдамдықтары бірдей болады?
12. 

 Ох өсімен қозғалыс заңдары  және   болатын екі материалдық  нүкте қозғалып келеді. Уақыттың қай сәтінде олардың жылдамдықтары бірдей болады?
13. 
 Материалдық нүкте  заңымен қозғалады.  Уақыттың қандай сәтінде оның қозғалу жылдамдығы 10 м/с тең болады?
14. 
 Материалдық нүкте  заңымен қозғалады.  Уақыттың қандай сәтінде оның жылдамдығы 0-ге тең болады?
15. 

 Материалдық нүкте  заңымен қозғалады. Нүкте қозғалысының   с  сәтіндегі жылдамдығын табу керек.
4 тақырып  Жоғарғы ретті туындылар мен дифференциалдар. Туынды арқылы анықталмағандықтарды ашу. Лопиталь ережесі 

Мақсат: 	
Жоғарғы ретті туындылар мен дифференциалдарды  табу жолдарын үйрену. Дифференциалданатын функциялар туралы негізгі теоремаларды және олардың мағыналарын еңгізу.
		
Қарастырылатын сұрақтар:: 
1. Жоғарғы ретті туындылардың анықтамасы. n–ші ретті туындыларды
есептеудің негізгі ережелері .
2.  Кейбір функциялардың n – ші  ретті туындылары үшін формулалар.              Жоғарғы ретті дифференциалдар.
3. Роль, Лагранж және Коши теоремалары.
4.  Лопиталь ережесі.Тейлор формуласы. 


Жоғарғы ретті туындылардың анықтамасы

Егер y=f(x) функциясының   f’(x) туындысы  х0 нүктесінің қандай да бір маңайында анықталса және осы нүктеде туындысы бар болса, онда f’(x) функциясының х0 нүктесіндегі  туындысы  y=f(x) функциясының екінші туындысы (немесе екінші ретті туындысы) деп аталып, келесі белгілерімен белгіленеді:    f”(х0), f(2) (х0), y”(х0), y(2) (х0).
Үшінші ретті туынды екінші ретті туынды сияқты анықталады және т.с.с. Егер (n-1)-ші туындысының ұғымы енгізілсе және егер де (n-1)-ші туындысының  х0  нүктесінде туындысы бар болса, онда көрсетілген туынды y=f(x) функциясының х0 нүктесіндегі  n-ші туындысы (немесе n-ші ретті туындысы) деп аталады және  f(n)(х0) белгіленеді.
Сонымен, индукция әдісі бойынша жоғарғы ретті туындылар келесі формула бойынша анықталады       f(n)(х)=[ y(n-1)(x)]’.
х0  нүктесіндегі n-ші ретті туындысы бар функцияcы, осы нүктеде n рет  дифференциалданатын  деп аталады. 
n –ші ретті туындыларды есептеудің  негізгі ережелері


1. (uv)(n)= u(n) v(n).
2. Лейбниц формуласы:


(uv) (n)=, мұндағы  u(0)=u, v(0)=v, Cni=, 0!=1.

	Кейбір функциялардың n – ші  ретті туындылары үшін формулалар:
1. (xα) (n)=α(α-1)…( α-n+1) xα-n(x>0, α- кез келген сан).
2. (ax) (n)= ax (ln a) n (0<a≠1); дербес жағдайда, (ex) (n)= ex.

3. (sin x) (n)=sin( x+n).

4. (cosx) (n)=cos( x+n).
Жоғарғы ретті дифференциалдар 
Айталық  х -тәуелсіз айнымалы және  y=f(x)  функциясы  х0  нүктесінің қандай да бір маңайында  дифференциалдансын.  dy = f’(x)dx  бірінші дифференциалы екі айнымалысы бар  функция болып табылады: х және dx -ке тәуелді y=f(x) функциясының х0  нүктесіндегі   d2y екінші  дифференциалы келесі шарттар орындалған кезінде бар болады: 10) dy - х айнымалысына тәуелсіз функция болған жағдайда ғана қарастырылады (басқаша айтқанда,  f’(x)dx дифференциалын есептеген кезінде dx–ті  тұрақты ретінде қарастырамыз); 20) f’(x)-тан  дифференциалын есептеген кезінде х тәуелсіз айнымалысының өсімшесін айнымалысының  алғашқы өсімшесіне тең болады, яғни dy  = f’(x)dx өрнегіне тұрақты болып кіретін dx мәніне тең болады. 
Осы анықтаманы пайдаланып, келесіні аламыз

d2y немесе 

(dx2   түрінде (dx)2  жазамыз)    

y=f(x) функциясының n – ші ретті дифференциалы индуктивті түрде мына формула бойынша анықталады    
Дифференциалдың екінші реті сияқты осындай екі шартын пайдаланамыз. Келесі формула орындалады

,        (dxn=(dx)n),  



Егер де  х тәуелсіз айнымалысы емес, ал  t айнымалысының қандай да бір функциясы болып табылса, онда (2.1) және (2.2) формулалары жалған болады (жоғарғы ретті дифференциалдардың формасының инварианттілігі орындалмайды). Дербес жағдайда,  n=2 болса, онда d2y= f”(x)dx2+f’(x)d2x



Ферма теоремасы. Егер  функциясы  кесіндісінде анықталған, әрбір ішкі нүктесінде дифференциалданатын және оның қайсы бір х=с нүктесінде өзінің ең үлкен немесе ең кіші мәнін қабылдайтын болса, онда функцияның осы нүктедегі туындысы нөлге тең, яғни  
Бұл теореманың геометриялық мәні мынадай: Функцияның ең үлкен не ең кіші мән қабылдайтын нүктелерінде қисыққа жүргізілген жанамалар ОХ өсіне параллель болады.





Ролль теоремасы. (бұл теорема Ферма теоремасының салдары). Егер  функциясы  кесіндісінде үздіксіз, оның барлық ішкі нүктелерінде дифференциалданатын және кесіндінің шеткі нүктелерінде нөлге айналатын, яғни  болса, онда осы  кесіндісінде ең болмағанда бір х=с нүктесі табылып, осы нүктеде функция туындысы нөлге тең болады, яғни 


Бұл теореманың геометриялық мәні мынадай: Егер  функциясы  кесіндісінде үздіксіз, оның барлық ішкі нүктелерінде дифференциалданатын, оған қоса ОХ өсін х=a және x=b нүктелерінде қиып өтетін болса, онда осы екі нүктенің аралығында ең болмағанда бір х=с нүктесі табылып, ол нүктеде жанама ОХ өсіне параллель болады.




Лагранж теоремасы. (мөлшерлі өсімшелер туралы теорема )  Егер  функциясы  кесіндісінде үздіксіз, оның барлық ішкі нүктелерінде дифференциалданатын болса, онда  кесіндісінде ең болмағанда бір х=с нүктесі табылып, сол нүктеде мына   теңдік орындалады.
Бұл теореманың геометриялық мәні мынадай: функция графигінде ең болмағанда бір нүкте табылып, онда жүргізілген жанама доғаның шеткі нүктелерін қосатын хордаға параллель болады.




Коши теоремасы.  Егер f(x) және  функциялары  кесіндісінде үздіксіз, оның барлық ішкі нүктелерінде дифференциалданатын болса және  функциясының бұл нүктелердегі мәндері нөлден айрықша болса, онда осы кесінді ішінен қайсы бір х=с нүктесі табылып,  теңдігі орындалатын болады.
Бұл теореманың геометриялық мәні мынадай: Бұл формула хорданың бұрыштық коэффициенті мен ішкі нүктеде жүргізілген жанаманың бұрыштық коэффициенттерінің тең екендігін көрсетеді, яғни хорда мен жанаманың параллельдігін көрсетеді.
Лопиталь ережесі.  Шектер теориясында анықталмағандықтарды ашу туралы айтқанбыз.  Енді оларды айқындаудың жаңа, Лопиталь ережесі деп аталатын, ережесін қарастырамыз.


Теорема.  f(x) және  функциялары қайсы бір (a;b) интервалында дифференциалданатын және  болатын функциялар деп ұйғарайық, сонымен бірге, х=с нүктесінде нөлге айналатын болсын. Сонда, егер тиісті шектер бар болса:  


                                                               (1)

онда (1) формула бойынша табылған шектерді анықталмағандықты айқындаудың Лопиталь ережесі деп атайды.


Егер  болса, онда тиісті шектер бар болғанда:
						

							.

	

Мысал 1.  Лопиталь ережесін пайдаланып, берілген шекті табу керек: 




Мысал 2.  Лопиталь ережесін пайдаланып, берілген шекті табу керек:  



  Шешімі: бұл есептегі анықталмағандық  білдіреді  білдіреді:                    

Мысал 3.  Лопиталь ережесін пайдаланып, берілген шекті табу керек:  



Шешімі: бұл есептегі анықталмағандық  білдіреді: Итак, 

Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Жоғарғы ретті туындыларды табу.
1. Жоғарғы ретті дифференциалдарды табу.
1. Ферма теоремасы және оның геометриялық мәні.
1. Ролль теоремасы және оның геометриялық мәні.
1. Лагранж теоремасы және оның геометриялық мәні.
1. Коши теоремасы және оның геометриялық мәні.
1. Лопиталь ережесі.

Жаттығулар:

1. Функцияның екінші ретті дифференциалын табыңыз:




1) . 2) . 3) . 4) .
2. Функцияның берілген реті бойынша дифференциалын табыңыз:




1) ,  табыңыз.        2) ,  табыңыз. 




3) ,  табыңыз.         4) ,  табыңыз.
3. Келесі функциялардың жоғары ретті дифференциалдарын табыңыз:



1) ,  табыңыз. (Жауабы. );



2) ,  табыңыз. (Жауабы.)

Тапсырма 1.  Лопиталь ережесін пайдаланып, берілген шектерді табу керек: 




1)       2)        3)        4)   




5)      6)      7)        8)   




9)        10)        11)        12)   



13)      14)        15)      

2. Лопиталь ережесін пайдаланып, көрсетілген шектерді тап:



   1)                       2)                3) 


   4)                      5)  


5 тақырып  Функцияның өсу және кему, ойыс және дөнес болу аралықтары, функцияның иілу нүктесі

Мақсат:  Өспелі, кемімелі функциялар, өсу және кему  шарттары. Функцияның экстремумдері, сынақ нүктесі туралы ұғым. Функцияның экстремумы болуының қажеттілік және жеткіліктілік шарттары. Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін табу. Функция графигінің дөңестігі мен ойыстығына  анықтама беру. Иілу нүктесі туралы түсінік.

Қарастырылатын сұрақтар:
1.   Бір айнымалы функцияның өсу, кему аралықтарын табу шарттары. 
2.   Экстремумдер, сынақ нүктесі туралы ұғым.
3. Функцияның экстремумы болуының қажеттілік және жеткіліктілік шарттары.
4.  Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін табу.
5. Функция графигінің дөңестігі мен ойыстығы туралы.
6. Иілу нүктесі дегеніміз не?


Айталық,  функциясы (a;b) аралығында анықталсын.



Анықтама.  Егер аргументтің (a;b) аралығына тиісті кез келген  мәндері үшін  теңсіздігі орындалса, онда  функциясы (a;b) аралығында өспелі  ( кемімелі) деп аталады.
Өспелі және кемімелі функцияларды монотонды функциялар деп атайды.


Теорема  (қажетті шарт). Егер  функциясы (a;b) аралығында дифференциалданатын және өспелі (кемімелі) болса, онда бұл функцияның туындысы (a;b) аралығында тек оң (тек теріс) мәндер ғана қабылдайды:   



Теорема (жеткілікті шарт). Егер (a;b) аралығында дифференциалданатын  функциясының туындысы осы аралықта тек оң (тек теріс) мәндер қабылдаса, яғни онда  функциясы (a;b) аралығында өспелі (кемімелі) болады.



Анықтама. Егер (a;b) аралығында анықталған  функциясының анықталу облысынан алынған  нүктесінің қандай да бір аймағы табылып, осы аймақтың барлық нүктелері үшін





теңсіздігі орындалса, онда  нүктесі  функциясының максимум (минимум) нүктесі деп аталады, мұндағы .
Функцияның максимум және минимум нүктелерін экстремум нүктелері деп, ал осы нүктелердегі функция мәндерін функцияның максимумы және минимумы немесе экстремумы деп атайды.




Теорема. (қажетті шарт). Егер  функциясы  экстремум нүктесінде дифференциалданатын болса, онда бұл функцияның  нүктесіндегі туындысы нөлге тең:  .


Салдар. Егер  нүктесі  функциясының экстремум нүктесі болса, онда мына шарттардың біреуі орындалады:

   1)  ;                            (1)

   2)   анықталмайды.       (2)

   3)  .                           (3)




Анықтама.  функциясының анықталу облысынан алынған  нүктесінде (1), (2), (3) шарттардың біреуі орындалса, онда  нүктесі  функциясының 1-түрлі сынақ нүктесі немесе экстремумы болуы мүмкін нүктесі деп аталады.






Теорема. (жеткілікті шарт). Айталық,  функциясы  нүктесінің қандай да бір  аймағында дифференциалданып,  нүктесінде үзіліссіз болсын және  аралықтарының әрқайсысында функция туындысының таңбасы өзгермесін, мұндағы .

Сонда, егер  нүктесінен солдан оңға қарай өткенде:
1. 



Функция туындысының таңбасы өзгеретін болса, онда  нүктесі  функциясының экстремум нүктесі болады. Дәлірек айтсақ, егер функция туындысының таңбасы оңнан теріске (терістен оңға) өзгерсе, онда  нүктесі  функциясының максимум (минимум) нүктесі болады;
1. 

Функция туындысының таңбасы өзгермейтін болса, онда  нүктесі  функциясының экстремум нүктесі емес.


Егер  функциясы  кесіндісінде үзіліссіз болса, онда бұл
функция өзінің ең үлкен және ең кіші мәндерін қабылдайды. Мұндай мәндерді қабылдайтын нүктелер сынақ нүктелерінің де арасында немесе кесіндінің шеткі нүктелерінің бірінде боладыы.



Анықтама.   кесіндісінде үзіліссіз  функциясының ең үлкен (ең кіші) мәні деп осы функцияның экстремумдерінің және  сандарының ішіндегі ең үлкенін (ең кішісін) айтады.

Егер  (a;b) аралығында дифференциалданатын  қисығының барлық нүктелері сол қисыққа жүргізілген жанамадан төмен орналасса, онда қисықты осы аралықта дөңес деп атайды.

Егер (a;b) аралығында дифференциалданатын  қисығының барлық нүктелері сол қисыққа жүргізілген жанамадан жоғары орналасса, онда қисықты осы аралықта ойыс деп атайды.
Қисықтың дөңес бөлігін ойыс бөлігінен бөліп тұратын нүктесін иілу нүктесі деп атайды.



Теорема. (дөңестіктің (ойыстықтың) жеткілікті шарты). (a;b) аралығында функциясының бірінші және екінші ретті туындылары бар болсын. Егер (a;b) аралығының барлық нүктелерінде  теңсіздігі орындалса, онда (a;b) аралығында  функциясының графигі дөңес (ойыс) болады.





Теорема. (иілу нүктесінің бар болуының қажетті шарты) Егер  нүктесі  функциясы графигінің иілу нүктесі болып,  нүктесінде  функциясының үзіліссіз екінші ретті туындысы бар болса, онда ол нөлге тең: .






Анықтама.  Егер  нүктесінде  функциясының екінші ретті туындысы нөлге тең болса, яғни  немесе ол нүктеде үзіліссіз  функциясының екінші ретті туындысы анықталмаса, онда  нүктесі  функциясы графигінің 2-түрлі сынақ нүктесі немесе иілуі болуы мүмкін нүктесі деп аталады.



Теорема. (иілу нүктесінің бар болуының  жеткілікті шарты) Егер  функциясының екінші ретті туындысы x=c нүктесінде нөлге тең болса және аргумент с нүктесінен өткенде  туындысы таңбасын өзгертетін болса, онда  қисығының абсциссасы x=c болатын нүктесінің иілу нүктесі болады.
Бір айнымалы функция графигінің ойыс, дөңес аралықтарын және иілу нүктелерін табу ережесі:
1) Берілген функцияның 2-түрлі сынақ нүктелерін, яғни функция графигінің иілуі болуы мүмкін нүктелерін анықтау қажет. Ол үшін:
а) функцияның екінші ретті туындысын табу;
б) екінші ретті туындысын нөлге теңестіріп, пайда болған теңдеуді шешу;
в) екінші ретті туындыны үзіліссіздікке зерттеу керек.
2) Табылған 2-түрлі сынақ нүктелерінде функция графигінің иілуі бар, жоқтығын анықтау керек. Ол үшін 2-түрлі сынақ нүктелерінің аймақтарында функцияның екінші ретті туындысының таңбаларын зерттеп, функция графигінің ойыс, дөңес аралықтары және иілу нүктелері туралы жеткілікті шарттарды пайдаланып, қорытынды жасау қажет.


Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Өспелі (кемімелі) функциялар деп қандай функцияларды айтады?
2. Монотонды функциялар деп қандай функцияларды айтады?
3. Функцияның өсу және кему шарттары қандай?
4. Функцияның экстремумдері дегеніміз не?
5. Экстремумның бар болу шарттары.
6. Сынақ нүктесі дегеніміз не?
7. Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін табу жолы қандай? 


Жаттығулар:

Тапсырма 1. Мына функциялардың өсу және кему аралықтарын тап:



   1)             2)                 3) 



   4)             5)                 6) 

Тапсырма 2. Функцияны экстремумге зертте:



          1)                  2)               3)  



          4)                        5)             6)  

Тапсырма 3. 1) Тік конус формасындағы мата шатырдың көлемі V-ға тең. Шатырға кететін мата саны ең аз болуы үшін, конустың биіктігінің оның табан радиусына қатынасы қандай болуы керек?
    2) Көлемі V-ға тең, толық бетінің ауданы ең кіші болатын цилиндрдің R радиусы мен H биіктігінің арасындағы қатысты табу керек.



Тапсырма 4. 1) функциясының  кесіндідегі ең үлкен және ең кіші мәндерін тап.



2) функциясының  кесіндідегі ең үлкен және ең кіші мәндерін тап.

Тапсырма 5.	[image: ]функциясының графигінің ойыс және дөңес аралықтарын табыңыз .

Тапсырма 6. [image: ] функциясының графигінің ойыс,дөңес аралықтарын және иілу нүктелерін табыңыз.


Тапсырма 7.  функциясының графигінің барлық иілу нүктелерінің абсциссасын табыңыз.



Тапсырма 8. [image: ] функциясының графигінің   нүктесі иілу нүктесі болып табыла ма соны анықтаңыз.


6 тақырып Функция графигінің асимптоталары. Функцияны зерттеу мен графигін салудың жалпы схемасы

Мақсат:  Функция графигінің асимптоталарын табу формулалары. Функцияны толық зерттеу.

Қарастырылатын сұрақтар:
1. Функция графигінің вертикаль, горизонталь, көлбеу асимптоталарын табу.
2. Функцияны толық зерттеу ережесі.
	
	Бір айнымалы функцияны зерттегенде аргументі шексіздікке немесе 2-түрлі үзіліс нүктесіне ұмтылғанда функцияның қалай өзгеретіндігін білу өте қажет.


Анықтама.  Егер  функциясының аргументі шексіздікке немесе 2-түрлі үзіліс нүктесіне ұмтылғанда ол функцияның графигі қандай да бір түзуге мейлінше жақындаса, онда ол түзу  функциясы графигінің асимптотасы деп аталады.
	Асимптоталар координат өстеріне қарағанда орналасуына қарай үш түрге бөлінеді: вертикаль, горизонталь және көлбеу асимптоталар болып.
Анықтама.  Егер мына екі шарттың 



ең кемінде біреуі орындалса, онда x=a түзуі  функциясы графигінің вертикаль асимптотасы деп аталады.

Анықтама.  Егер 




шарты орындалса, онда y=A түзуі  функциясы графигінің аргументі  ұмтылған кездегі горизонталь асиптотасы деп аталады.





Анықтама. Егер  функциясы үшін  теңдігі орындалатын болса, онда y=kx+b түзуі аргумент  ұмтылған кезде  функциясы графигінің көлбеу асимптотасы деп аталады, мұндағы .


Теорема. y=kx+b түзуі аргумент  ұмтылған кезде  функциясы графигінің көлбеу асимптотасы болуы үшін мына теңдіктердің 



орындалуы қажетті және жеткілікті, мұндағы k,b – нақты сандар, .
Бір айнымалы функцияны толық зерттеп, оның графигін салудың ережесі:
1. Функцияның анықталу облысын табу;
1. Функцияны тақ, жұп және периодтылыққа зерттеу;
1. Функция графигінің координат өстерімен қиылысу нүктелерін табу;
1. Функцияны үзіліссіздікке зерттеу; егер бар болса, функцияның үзіліс нүктелерін тауып, олардың тектерін анықтау;
1. Функция графигінің асимптоталарын (вертикаль, горизонталь және көлбеу) табу;
1. Функцияның өсу, кему аралықтарын және экстремумдерін табу;
1. Функция графигінің ойыс, дөңес аралықтарын және иілу нүктелерін табу;
1. Жүргізілген зерттеудің нәтижелеріне сүйене отырып, функцияның графигін салу.


Мысалы:   функциясын толық зерттеп, графигін салыңыз.
Шешуі:
1) 
Функция - да анықталған.
2) 


Жұп та емес, тақта емес функция, себебі  и , барлық  үшін. 
3) Функция периодты емес.
4) 



Функцияның алымы нөлге тең болмайды, яғни 2х-10 и 2х1  х.    Сондықтан функцияның  нүктесі - үзіліс. Мына шектерді есептейік:                       

Олай болса ,  түзуі функция графигінің вертикаль асимптотасы екен. Горизонталь асимптотасын табайық:


 бұл шек нақты санға тең емес болғандықтан, берілген функция графигінің горизонталь асимптотасы жоқ. Көлбеу асимптотасының бар, жоқтығын анықтау үшін мына шектерді есептейік:  



Функция графигінің көлбеу асимптотасы теңдеуі: 
5) Функцияның өсу, кему аралықтарын және экстремумдерін табайық:

а) берілген функцияның туындысы 




б) , яғни  теңдеудің түбірі  х=0 және х=1, ал функцияның бірінші ретті туындысы табылмағандықтан, бұл нүктеде функция зертелмейді.

Кестені салайық:									
	x
	

	0
	

	

	1
	


	

	+
	max
	–
	–
	min
	+

	

	↗
	0
	↘
	↘
	2
	↗



 А(0,0) –максимум нүктесі; В(1,2) –  минимум нүктесі.
Екінші ретті туындысын тауып нөльге теңестіреміз:


																			




нүктесінде екінші ретті туынды нөльге айналады, ал нүктесінде табылмайды.

Кесте құрамыз:
	x
	

	

	

	


	

	+
	0
	–
	–

	

	
	

	
	











С(;) – иілу нүктесі
Енді жүргізілген зерттеудің нәтижесіне сүйене отырып, берілген функцияның графигін саламыз.

[image: ]


Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Функция графигінің вертикаль асимптотасын табу.
1. Функция графигінің горизонталь асимптотасын табу.
1. Функция графигінің көлбеу асимптотасын табу.
1. Функцияны толық зерттеп, оның графигін салу ережесі.
Жаттығулар:

Тапсырма 1.   функцияны толық зерттеп, графигін сал


1.                                                 11. 


 2.                                                 12. 



3. 	13. 


4. 	14. 


5.  	15. 


6. 	16. 


7. 	17. 


8. 	18. 


9.                                                    19. 


10.                                           	  20. 


7 тақырып Анықталмаған интеграл, оның қасиеттері. Интегралдар кестесі

Мақсат: Студенттердi интегралдық есептеудiң негiзгi ұғымдарымен және әдiстерiмен таныстыру.

Қарастырылатын сұрақтар:
1. Алғашқы функция және анықталмаған интегралдың анықтамалары.
1. Анықталмаған интегралдың негiзгi қасиеттерi. 
1. Негiзгi интегралдардың кестесi.
1. Интегралдаудың негiзгi әдiстерi.




Анықтама. Егер Х аралығының әрбiр х нүктесiнде  теңдiгi орындалса, онда осы аралықта  функциясы  функциясының  алғашқы функциясы деп аталады. 




Алғашқы функцияның негiзгi қасиетi былай тұжырымдалады: егер  функциясы функциясына алғашқы функция болса, онда +С  функциясы да кез келген С үшiн функциясына алғашқы функция болады. 




Анықтама.  функциясының Х аралығындағы барлық алғашқы функцияларының жиынтығы функциясының анықталмаған интегралы деп аталады және  деп белгiленедi, мұнда  -интеграл белгiсi,  f(x)- интеграл астындағы функция,  f(x)dx- интеграл астындағы өрнек.    


=
Функциядан анықталмаған интеграл табу амалы осы функцияны интегралдау деп аталады.

Анықталмаған интегралдың қасиеттерi:


1.  ;       ;   мұнда С – еркiн тұрақты.

2. ;

3. 

4.  , мұнда    С- тұрақты шама.

5. .

  		Негiзгi интегралдар кестесi:


1.   ;                              2.   ;




3.     (a>0, a1);                        4.  ;



5. ;                                      6. ;



7. ;                                            8. ;



9. ;                                       10.  ;




11.    ();                 12. ;




13. ;                            4.   ().

15. 
    
Интегралдаудың негізгі әдістері:
1. Жіктеу арқылы интегралдау әдісі (тікелей интегралдау).
Бұл әдіс интеграл астындағы функцияны алгебралық қарапайым қосындыларға жіктеп, олардың әрқайсысы үшін алғашқы функцияны тікелей анықтама бойынша табуға негізделген. 

Мысал: 	
2.  Айнымалыларды ауыстыру әдісі.
Бұл әдіс күрделі функцияның туындысына негізделген. Бұл әдістің негізгі мақсаты – интеграл астындағы өрнекті неғұрлым қарапайым түрге келтіру. 



Теорама. f(x) функциясы қайсы бір х аралығында анықталған және оның алғашқы функциясы F(x) бар болсын.  функциясы t аралығында анықталған және дифференциалданатын болсын. Сонда  функциясы f(x) функциясының алғашқы функциясы болады, яғни .
3. Бөліктеп интегралдау әдісі.
Бұл әдіс интеграл астыңда екі немесе одан да көп функциялардың көбейтіндісі болып келген жағдайда қолданылады. Бұл әдіс негізінен мынадай жағдайларда қолданылады:
1. Интеграл астындағы функция: а) көпмүшенің көрсеткіштік, логарифмдік, тригонометриялық немесе кері тригонометриялық функцияларға көбейтіндісінен тұрған жағдайда; б) көрсеткіштік және тригонометриялық функциялар көбейтіндісінен тұрған жағдайда; 
2. Интеграл астындағы функция тек кері тригонометриялық функция болған жағдайда;
3. Бөліктеп интегралдауда кей жағдайларда оң жақтағы интеграл сол жақтағы интегралдан тек коэффициентімен ғана айрықшаланатын болуы мүмкін. Бұл жағдайда оны теңдіктің сол жағына шығарып, (көпмүшеліктегі ұқсас мүшелерді топтастырған сияқты), іздеп отырған интегралды табамыз.

Бөліктеп интегралдау формуласы мынадай: 
Интегралды есептеңіз:

1. 
Шешуі: интегралдар таблицасын және интегралдардың қасиеттерін пайдаланып интегралдаймыз.






=+


2. 
Шешуі:


Берілген интерал келесі формулалар көмегімен алынады:  және . 
Онда:



3.



4. 
Шешуі: айнымалыны ауыстыру әдісін пайдаланамыз



 5.  .

Шешуі:


6. 
Шешуі: бөліктеп интегралдаймыз

 



Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Алғашқы функцияның анықтамасын бер. 
2. Берiлген функцияның анықталмаған интегралы деп не аталады? 
3. Анықталмаған интегралдың негiзгi қасиеттерi қандай? 
4. Негiзгi интегралдардың кестесiн жаз. 
5. Негiзгi интегралдау әдiстерi қандай?. 
6. Айнымалыны ауыстыру арқылы интегралдау әдiсiнiң мағынасы неде? 
7. Анықталмаған интегралда бөлiктеп интегралдау формуласын жаз. 

Жаттығулар:

Тапсырма 1.  Анықталмаған  интегралды табу керек:   

	
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
	
7.  

8.  

9.  

10.  

11. 




Тапсырма 2.  Анықталмаған  интегралды табу керек:   





1.              2.       	  3.      	4.     	 5. 
Тапсырма 3.  Анықталмаған  интегралды табу керек:   




1.          2.             3.           4. 
Тапсырма 4.  Анықталмаған  интегралды табу керек:   






1. 	2.	       3.	          4. 	     5.   


6.	7.

Тапсырма 5.  Анықталмаған  интегралды табу керек:   

1.   y = 8x/(x2 – 6)			2.  y = 15x4/(–x5 + 8)		 
3.   y = 4x/(–x2 – 1)	    		4.  y = 14x/(–x2 + 2)
5.   y = 6 sin x/(2 cos x – 7)		6.  y = 12 sin x/(5 – 4 cos x)	
7.   y = –30 e x / (2 ex + 3)    		8.  y = 30 e x/ (6 – 5 ex)

Тапсырма 6.  Анықталмаған  интегралды табу керек:   








1. 		2.		  3. 		  4.  5.  6.   	  7.   	              8.  

Тапсырма 7.  Анықталмаған  интегралды табу керек:   



1.  		 2. 	    


3. 	   	 4. 


5.  	    	 6. 
7.  (7x – 2) sin x dx		 8.  (4x + 5) sin x dx

9.  (9x – 4) cos x dx	  	10. (8x + 6) cos x dx 

11. (7x – 4) ex dx	          	12. (5x + 1) ex dx



8 тақырып Бөлшек рационал және иррационал функцияларды интегралдау

Мақсат: Бөлшек рационал және қарапайым иррационал функцияларды интегралдау жолдарын үйрету.

Қарастырылатын сұрақтар: 
1. Бөлшек рационал функцияларды интегралдау.
2. Қарапайым иррационал функцияларды интегралдау.





Бөлшек рационал функция немесе жәй ғана рационал бөлшек деп екі көпмүшенің мына        түрдегі қатынасын айтады. Мұндағы  көпмүше m дәрежелі, ал  көпмүшесі n дәрежелі. Бұл жерде егер  болса, онда бөлшекті бұрыс, ал m<n болса, онда бөлшекті дұрыс дейді. Бұрыс бөлшекті әр уақытта дұрыс бөлшекке келтіруге болады. Ол үшін оның бүтін бөлігін бөліп шығару керек.
   	Сонымен, рационал бөлшекті интегралдау дегеніміз дұрыс бөлшекті интегралдауға келтіреді екен. Мына түрдегі


   

бөлшектерді қарапайым бөлшектер деп атайды. Мұндағы A,B,a,p,q,n – нақты сандар.
Кез келген дұрыс рационал бөлшекті осы қарапайым бөлшектердің санаулы қосындыларына жіктеуге болады. Ендеше рационал бөлшекті интегралдау осы қарапайым бөлшектерді интегралдауға келтіреді екен. 
Енді осы қарапайым бөлшектердің әрқайсысын қалай интегралдау керектігіне тоқталайық:


түріндегі интегралда егер бөлшектің алымы бөлімінің туындысы болса, онда интеграл кесте түріне келеді. Ал бөлшектің алымы бөлімінің туындысы болмаса, онда бөлімінің туындысын бөліп алатындай етіп түрлендіру керек. Сонда берілген интеграл екі интегралдың қосындысы түріне келеді, оның біреуі бірден интегралданады, ал екіншісі алдыңғы қарастырған интегралға келеді.
4-түрдегі интегралда да осындай түрлендіру жүргізіп, интегралды екі интеграл қосындысына жіктейміз.

   Мысал.  
     
	Тәуелсіз айнымалының немесе оның қайсы бір өрнегі бөлшек дәрежеде болатын функцияны иррационал функция деп атайды. Бұл функцияларды интегралдау үшін оларды рационал функцияға келтіру керек. Сондықтан да берілген иррационал өрнекті рационалдау үшін айнымалыны алмастыру қажет. Осы жағдайлардың кейбір қарапайым түрлерін қарастырайық:
1) 
Интеграл астындағы функцияда тәуелсіз айнымалы х бөлшек дәрежеде болып келеді, яғни .



Бұл жағдайда  бөлшектердің ортақ бөлімі n болса, онда  алмастыруын жасап, интеграл астындағы иррационал функцияны рационал түрге келтіреміз. Алмастырудан . Осы х-тің мәнін және dx-тің мәнін берілген интегралға апарып қоямыз. Сонда интеграл астындағы жаңа функция рационал функция болады, ал оны интегралдауды білеміз.
2) 
Интеграл астында сызықтық ax+b түріндегі екі мүше бөліндісі бөлшек дәрежесінде болса, яғни .


Бұл жағдайда да  бөлшектердің ортақ бөлімі n-ді тауып, бөлшекті жаңа z айнымалысымен алмастырамыз:   . Бұдан 

 тауып, осыларды интегралға апарып қойып, ықшамдаған соң, интеграл астындағы функция рационал болып шығады.


Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1.Рационал бөлшектерді интегралдау жолы.	
2.Иррационал функциялар деп қандай функцияларды айтады?
3.Иррационал функцияларды интегралдау жолы қандай?


Жаттығулар:

Тапсырма 1.  



 а) 		б) 		в) 



д) 			е) 		 ж) 		


з) 		    к) 

Тапсырма 2.  



а) 		б) 			в) 




е)     ж) 		з) 		и) 
 Тапсырма 3.  



а) 		б) 			в) 



г) 		 	ж) 		з) 		   

 к) 
Тапсырма 4.  



 а) 	б) 		в) 



д) 			е) 		    ж) 		

и) 
    
Тапсырма 5.  



 а) 		б) 			д) 		



е)                 ж) 		   з) 			

и) 

Тапсырма 6.  




 а) 	б) 		 г) 	  е)     



 ж) 		з) 		и) 
    
Тапсырма 7.  



 а) 		б) 			в) 



д) 			    ж) 		з) 		  

 к) 

Тапсырма 8.  



 а) 		б) 			в) 



д) 		е) 		ж) 		

з) 

Тапсырма 9.  




 а) 		б) 		г) 		д) 	




е)         ж) 		з) 	и) 

9 тақырып  Тригонометриялық функцияларды интегралдау

Мақсат:  Тригонометриялық функцияларды интегралдау жолдарын үйрету.

Қарастырылатын сұрақтар:
Тригонометриялық функцияларды интегралдау.

Тригонометриялық функцияларды интегралдауда мына түрдегі функцияларды қарастырамыз:

1.  , мұндағы m,n- бүтін сандар.         (1)
   Бұл интегралды табуда екі түрлі дербес жағдайлар болуы мүмкін:
1) егер m- тақ және оң сан болса, онда cosx= z ауыстыруын жасаймыз;
2) 
егер n- тақ және оң сан болса, онда sinx=z ауыстыруын жасаймыз. Сонымен бірге, бұл жағдайларда  формуласын пайдаланамыз.
2.  (1) интегралдағы m,n екеуі де жұп сандар (бірі нөл болуы да мүмкін) болған жағдайда тригонометрияның мына 


формулаларын пайдаланады.
3.  (1) интегралдағы m,n сандары жұп және ең болмағанда біреуі теріс сан болса, онда tgx=z немесе ctgx=z ауыстыруын жасайды.

4.  Енді , яғни әр түрлі аргументті синустар мен косинустардың интегралын табамыз. Ол үшін тригонометрияның мына 


формулалары қолданылады.


5.   мұндағы  рационал функциялар болып саналады. Бұл жағдайда  берілген интеграл әмбебап деп аталатын


ауыстыруы арқылы рационал функцияның интегралына келтірілетін болады. Бұл жағдайда мына формулалар қолданылады:

.

Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Тригонометриялық функцияларды интегралдау жолдары қандай?
2. Әмбебап ауыстыру деп нені айтамыз?

Жаттығулар:

Тапсырма 1
Анықталмаған интегралды есепте:
1. [6 sin(2x) – 8 cos(–x/2)]dx	2. [8 sin(–8x) – 8 cos(x/8)]dx		
3. [9 sin(3x) – 3 cos(–x/3)]dx	4. [–3 sin(–3x) – 9 cos(x/3)]dx
5. [12 sin(–2x) – 2 cos(x/2)]dx	6. [12 sin(4x) + 8 cos(–x/4)]dx

Тапсырма 2
Анықталмаған интегралды есепте:



1. а) 	    к) 		и) 



и) 		 			и) 



) 			и) 			к) 




и)     к) 	и)     к) 



      к)     к) 	и) 



    к)     к)     к) 



и)     к)  е) 


 к) 		к) 


10 тақырып  Анықталған интеграл, қасиеттері. Ньютон-Лейбниц формуласы

Мақсат: Анықталған интеграл ұғымын, анықтамасын, қасиеттерін білу. Ньютон-Лейбниц формуласы. 

Қарастырылатын сұрақтар:
1. Анықталған интегралға келтіретін есептер;
2. Анықталған интегралдың анықтамасы;
3. Анықталған интегралдың қасиеттері;
4. Ньютон-Лейбниц формуласы;





Мектеп бағдарламасынан кез келген қисықпен шектелген жазық фигураның ауданын табуды білеміз. Жоғарғы жағынан  функциясының графигімен, төменгі жағынан ОХ өсінің  кесіндісімен, ал екі жағынан x=a және x=b түзулерімен шектелген фигураның ауданын табу үшін бұл қисық сызықты трапецияны п бөлікке, яғни кішкене тік төртбұрыштарға бөлеміз. Осы тік төртбұрыштардың аудандарының қосындысының шегі ізделінді ауданды береді, яғни ,  мұндағы бөліктердің ұзындықтарының ең үлкені.
Осы сияқты стерженнің массасын анықтау, айнымалы күштің жұмысын табу есептері қосындының шегін табуға әкеледі.
Жоғарыдағы айтылған есептерден анықталған интеграл ұғымына келеміз.




Анықтама.  анықталған және үзіліссіз  функциясын қарастырайық. Осы аралықты п бөлікке бөлеміз. Әрбір бөліктен кез келген  нүктесін аламыз. Сөйтіп, функцияның  мәнін есептейміз де, 



,    қосындысын құрамыз. Бұл қосындыны интегралдық қосынды деп атайды. Егер  ұмтылғанда  интегралдық қосындының шегі бар болса, онда бұл шекті f(x) функциясынан (a;b) аралығы бойынша алынған анықталған интеграл деп атайды және оны былай белгілейді:

,
мұндағы a-интегралдың төменгі шегі, b-интегралдың жоғарғы шегі, f(x)-интеграл астындағы функция, f(x)dx- интеграл астындағы өрнек деп аталады.

Анықталған интегралдың қасиеттері

1.  

2.  	


3. Егер  болса, онда  



4. Егер  кесіндісінде  болса, онда  

5.  

6.  



Орта мән туралы теорема. Егер  функциясы  кесіндісінде үзіліссіз болса, онда осы кесіндіде бір  нүктесі табылып,


теңдігі орындалатын болады.
Анықталған интегралды есептеуде Ньютон-Лейбниц формуласы деп аталатын формула қолданылады, ол мынадай:

.

Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Анықталған интеграл ұғымына келтiретiн есеп қандай? 


2.  функциясының  кесiндiсiнде интегралдық қосындысы деп не аталады? 


3.  функциясының  кесiндiсiнде анықталған интегралы деп не аталады?
4. Анықталған интегралдың негiзгi қасиеттерiн тұжырымда. 
5. Ньютон-Лейбниц формуласын жаз. 


11 тақырып  Анықталган интегралдарды интегралдау әдiстepi

Мақсат: Анықталған интегралдың шешу тәсілдерін қарастыру.  

Қарастырылатын сұрақтар:
1. Анықталған интегралды интегралды тікелей интегралдау, 
2. Анықталған интегралды айнымалыны алмастыру арқылы интегралдау
3. Анықталған интегралды бөліктеп интегралдау

Сонымен, анықталған интегралды есептеу үшін интеграл астындағы функцияның алғашқы функциясын табу жеткілікті болды. Ал оны табу анықталмаған интеграл болатын. Ендеше, анықталмаған  интегралды есептеуге қолданылатын әдістер (тікелей интегралдау, айнымалыны алмастыру және бөлімшелеп интегралдау) анықталған интегралдарды да есептеуге пайдаланылатын болады. Тек, айнымалыны алмастыру әдісін қолданғанда анықталмаған интегралда бұрынғы айнымалыға қайта көшу керек болса, анықталған интегралда оны істеудің қажеті жоқ. Алмастыру бойынша жаңа айнымалының шектерін табу жеткілікті. 
Айнымалыны ауыстыру. Ескерте кететін бір жағдай: интегралдау айнымалысын басқа бір тәуелсіз айнымалысымен ауыстырғаннан анықталған интеграл өзгермей қалады:







Теорема. Айталық, f(x) функциясы  сегментінде үздіксіз болсын. Ал,  функциясының,  сегментінде үздіксіз туындысы бар болсын және де  мен  теңдіктері орындалсын. Сонда:





Бөліктеп интегралдау. Егер  және  функциялары  аралығында дифференциалданатын болса, онда, 


Бұл формуланы анықталған интегралды бөліктеп интегралдау формуласы деп атайды. 

Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Анықталған интеграл туралы ұғым, анықтамасы.
2. Анықталған интегралдың қасиеттері қандай?
3. Ньютон-Лейбниц формуласы.
4. Анықталған интегралды есептеу әдістері.


Жаттығулар:


1.  а)                                                               б)   



2.  а)                                                    б)   



3.  а)                                                            б)    	



4.  а)                                                           б)    



5.  а)                                                             б)     



6.   а)                                                     б)     



7.   а)                                                      б)      



8.   а)                                                           б)      



9.   а)                                                          б)       



10.   а)                                                             б)      



11.   а)                                                        б)     



12.   а)                                                        б)     



13.   а)                                                         б)      



14.   а)                                                              б)     



15.   а)                                                           б)      



16.   а)                                                       б)       



17.   а)                                                          б)       



18.   а)                                                          б)     



19.   а)                                                          б)     



20.   а)                                                          б)      



21.   а)                                               б)      



22.   а)                                                        б)       



23.   а)                                                   б)         



24.   а)                                                  б)       



25.   а)                                                          б)        
	

12 тақырып  Аныкталган интегралдардың қолданылулары

Мақсат: Геометриялық сипатты есептердi шешкенде интегралдық есептеулер аппаратының қолдану мүмкiншiлiктерiн көрсету. 

Қарастырылатын сұрақтар:
1. Анықталған интегралдың геометриялық мағынасы 
2. Ох,  Оу осьтері арқылы айналуынан пайда болған дененiң көлемi
3. Доғаның ұзындығы
4. Ох осiнен айналуынан пайда болған беттiң ауданы





Егер үзiлiссiз қисық тiк бұрышты координаталарда  () теңдеуiмен берiлсе, онда осы қисықпен, x=a,  x=b нүктелерiндегi вертикаль түзулерiмен және абсциссалар осiнiң  кесiндiсiмен шектелген қисық сызықты трапецияның ауданы  формуламен анықталады  (анықталған интегралдың геометриялық мағынасы).





Егер S ауданы екi үзiлiссiз ,  қисықтармен, мұнда  болғанда  және x=a  және  x=b вертикальдарымен шектелген болса, онда  (6 сурет). 

  















          а	                      b




                    6 сурет - Екi үзiлiссiз ,  қисықтармен, ( болғанда ) және x=a  және  x=b вертикальдарымен шектелген аудан
         


	 үзiлiссiз қисығымен және x=a,  x=b (a<b),  у=0 түзулерiмен шектелген қисық сызықты трапецияның Ох осiнен айналуынан пайда болған дененiң көлемi мынаған тең:           .

           үзiлiссiз қисығымен және у=a,  у=b (a<b),  x=0 түзулерiмен шектелген қисық сызықты трапецияның Оу осiнен айналуынан пайда болған дененiң көлемi мынаған тең: 

.

           қисығының абсциссалары x=a  және  x=b болатын нүктелерiмен шектелген доғасының ұзындығы l мына формуламен анықталады: 

.

          қисығының абсциссалары x=a  және  x=b болатын нүктелерiмен шектелген бөлiгiнiң Ох осiнен айналуынан пайда болған беттiң ауданы мына формуламен анықталады: 

.
Меншiксiз интегралдар.






        	Егер  функциясы  болғанда үзiлiссiз болса, онда  меншiксiз интегралы деп  аталады. Егер бұл шек бар және ақырлы болса, онда интеграл жинақты деп аталады. Керi жағдайда интеграл жинақсыз болады.  және  интегралдары да осылайша анықталады:





               ;     =.

Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Анықталған интегралдың геометриялық мағынасы қандай? 
2. Тiк бұрышты координаталар жүйесiнде жазық фигураның ауданы қалай есептеледi? 
3. Жазық фигураның Ох осiнен айналуынан пайда болған дененiң көлемiн қалай есептеуге болады? 
4. Қандай интегралдар меншiксiз деп аталады?
5. Меншiксiз интегралдар қалай есептеледi? 
6. Қандай жағдайда меншiксiз интеграл жинақты немесе жинақсыз болады?


Жаттығулар:

Тапсырма 1
Берілген функциялармен шектелген фигураның ауданың тап:
	1
	у = х2 ;           х+у =2
	8
	у=0,5х2-х +1;  у =-0,5х2+3х+6

	2
	у = 2х - х2 ;    х+у = 0
	9
	у = 3х-х2 ;       5х-у-8=0


	3
	
у=
	10
	
у = (х-2)2 ;     у = 2х-4

	4
	у = 4х - х2 ;    у = 0
	11
	
у = (х-5)2 ;     2х-у-10=0

	5
	у = 2х - х2 ;    у = - х
	12
	
у = (х-4)2 ;     у = 2х-8

	6
	у = х2 ;           у = 3-2х
	13
	у =-0,5х2+2х+6;    у = х+2

	7
	у = 3х2 +1;     у = 3х+7
	14
	у = -х2 ;          х+у+2 = 0



Тапсырма 2

Доға қисықтың ұзындығын табыңыз:



     1         от  до            



     2          от  до 

     3         от A(2;0) до B(6;8)

     4         астроиды: 



Тапсырма 3

Айналу дененің көлемін табыңыз:
	
	
	
	

	1
	
эллипс .
Oх өсімен айналғанда
	2
	у= х2,    у= 3-2х,    х= 0
Oх өсімен айналғанда

	3
	у = 2х - х2 ;    у = 0
Oх өсімен айналғанда
	4
	у = х2 ;       у2 =8х
Oх өсімен айналғанда

	5
	

Oу өсімен айналғанда
	6
	


, , 
Oх өсімен айналғанда

	
	
	
	

	7
	ху = 4,  у = 0,  х=1,  х=4
Oх өсімен айналғанда
	
	



Тапсырма 4
Меншікті емес интегралды есепте немесе оның жинақтылығын тексер



1.   а)                                                      б)    


2.  а)                                                            б)    


3.  а)                                                                  б)   



4.   а)                                                             б)     



5.   а)                                                               б)   



13 тақырып  Бірнеше айнымалы функция. Анықталу облысы. Дербес туындылар. Толық дифференциал

Мақсат: Функция ұғымын кеңейту және деңгей сызығы ұғымын енгiзу. Көп айнымалы функцияның дифференциалдық есептеулерiнiң негiзiмен таныстыру.  

Қарастырылатын сұрақтар тiзiмi: 
1. n айнымалы функцияның анықтамасы. 
1. Екi айнымалы функцияның анықтамасы және оның анықталу облысы.
1. Екi айнымалы функцияның графигi және деңгей сызығы. 
4. Екi айнымалы функцияның толық және дербес өсiмшелерi. 
5. Бiрiншi реттi дербес туындылар.




Анықтама.  айнымалы шамалар берiлсiн және олардың Х жиынындағы әрбiр  мәндер жиынтығына z айнымалысының нақты бiр мәнi сәйкес келсе, онда Х жиынында бiрнеше айнымалы функция  берiлдi дейдi. 


  айнымалылары тәуелсiз айнымалылар немесе аргументтер, ал z - тәуелдi айнымалы немесе функция деп аталады.   символы сәйкестiк заңын бiлдiредi. Х жиыны функцияның анықталу облысы деп аталады.
Бiрнеше айнымалы функцияның кейбiр мысалдарын қарастырайық: 


1. - сызықтық функция деп аталады, мұнда - тұрақты сандар.


2.  - квадраттық функция деп аталады, мұнда - тұрақты сандар. 

Анықтама. Егер  сан жиынының кез келген реттелген сан жұбына (x,y) кейбiр f ереже бойынша Z жиынының z саны сәйкес қойылса, онда D жиынында  z = f (x,y ) функциясы берiлдi дейдi.  


х және  у  айнымалылары тәуелсiз айнымалылар (немесе аргументтер), ал z - тәуелдi айнымалы немесе екi айнымалы функция деп аталады.  жиыны функцияның анықталу облысы, функцияның мәндер облысы деп аталады.

       Тiк бұрышты координаталар жүйесiнде әрбiр реттелген сан жұбына (x,y) хОу жазықтығының жалғыз М нүктесi сәйкес және керiсiнше, әрбiр М нүктеге жалғыз ғана реттелген сандар жұбы (x,y) сәйкес болатындықтан, екi айнымалы функцияны М нүктесiнiң функциясы деп қарастыруға болады. Ол  деп жазылады. Бұл жағдайда анықталу облысы хОу координалар жазықтықтығының кейбiр нүктелер жиыны болады. 


        D жиынында анықталған екi айнымалы z=f(x;y) функциясының графигi деп ,   болатындай үш өлшемдi кеңiстiктiң (х,у,z) нүктелерiнiң жиыны аталады. Екi айнымалы функция z=f(x;y) графигi үш өлшемдi кеңiстiкте кейбiр бет болады.     
Анықтама. Функция мәнi әрқашан тұрақты С болатындай жазықтықтағы нүктелер жиыны екi айнымалы z=f(x;y) функцияның деңгей сызығы деп аталады. Мұнда С саны деңгей деп аталады.       
Бiр айнымалы функция үшiн анықталған математикалық талдау ұғымдарының көп бөлiгi екi айнымалы функцияға да қолданылады. 







        Екi айнымалы  функциясы берiлсiн. Ендi х аргументiне , ал у аргументiне  өсiмшесiн берелiк. Сонда z функциясының  өскен мәнi  болады.  шамасы функцияның (х,у) нүктесiндегi толық өсiмшесi деп аталады. Егер тек қана х аргументiне немесе тек қана у аргументiне өсiмше берсек, онда алынған функцияның сәйкес өсiмшелерi  және   дербес өсiмшелер деп аталады. Бiрнеше айнымалы функцияның дербес өсiмшелерi де осылайша анықталады.
 Анықтама.. Бiрнеше айнымалы функцияның осы айнымалылардың бiреуi бойынша алынған дербес туындысы деп функцияның сәйкес дербес өсiмшесiнiң қарастырылған тәуелсiз айнымалы өсiмшесiне қатынасының соңғысы нольге ұмтылғандағы шегi аталады. 


        функциясының тәуелсiз х айнымалысы бойынша дербес туындысы деп у тұрақты деп есептеп табылған ақырлы  шек  аталады. 


       функциясының тәуелсiз у айнымалысы бойынша дербес туындысы деп х тұрақты деп есептеп табылған ақырлы  шек   аталады. 


        	 туындысын есептеу үшiн у айнымалысын, ал  туындысын табу үшiн х айнымалысын тұрақты деп есептеп және дифференциалдау ережелерiн пайдалану қажет.  


Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар:  
1. n айнымалы функция анықтамасын бер. 
1. Екi айнымалы функция анықтамасын бер. 
1. Екi айнымалы функцияның анықталу облысы деп не аталады?  
1. n айнымалы сызықтық функция қандай түрде болады? 
5. Екi айнымалы функцияның графигi деп не аталады? 
6. Екi айнымалы функцияның графигi не болады? 
7. Деңгей сызығы деп не аталады?
8. Екi айнымалы функцияның дербес және толық өсiмшесi деп не аталады? 
9.Екi айнымалы функцияның бiрiншi реттi дербес туындыларының анықтамасын бер.
10. n айнымалы функцияның бiрiншi реттi дербес туындыларының анықтамасын бер.
11. Дербес туындының физикалық мағынасы қандай?


Жаттығулар:
Берілген функциялардың анықталу облысын табыңыз.
1. 
     
2. 
    
3. 
    
4. 
    
5. 
    
6. 
    
7. 
    
8. 
    
9. 
  
10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 



14 тақырып  Жоғарғы ретті дербес туындылар, дифференциалдар

Дәрiс мақсаты: Көп айнымалы функцияның икемділігі және дифференциалы ұғымдарын енгізу.  

Қарастырылатын сұрақтар тiзiмi:
1. Бiрнеше айнымалы функцияның икемдiлiгi. 
2. Бiрiншi реттi толық дифференциал және оның қолданылуы. 
3. Айқындалмаған функцияның туындысы.
4. Бағыт бойынша туынды және градиент. 
5. Жоғары реттi дербес туындылар.








        	Дифференциалданатын  функциясының  нүктесiндегi толық өсiмшесiн мына түрде беруге болады:  , мұнда ,  ұмтылғанда  мен  шексiз аз функциялар.






        	Дифференциалданатын  функциясының  нүктесiндегi  толық дифференциалы  деп осы функцияның толық өсiмшесiнiң  пен -ке қарағанда сызықтық бас бөлiгi аталады, яғни  . 
Сонымен екi айнымалы функцияның толық дифференциалы осы функцияның дербес туындылары мен сәйкес тәуелсiз айнымалылардың өсiмшелерiнiң көбейтiндiлерiнiң қосындысына тең. 





       	Аргумент өсiмшелерi  пен  олардың сәйкес дифференциалдарына тең =dx, = dy болғандықтан функцияның толық дифференциалын мына түрде жазуға болады: .         

        	Екi айнымалы функцияның дифференциалын пайдаланып F(x,y)=0 теңдеуiмен айқындалмаған түрде берiлген  функциясының туындысын табатын формуланы алуға болады, мұнда F(x,y) – екi айнымалы функция.



        	Егер функция тұрақты (дербес жағдайда нольге тең) болса, онда оның өсiмшесi және дифференциалы  нольге тең . Сондықтан  , бұдан айқындалмаған функция туындысының формуласы шығады: .





        	 және  шексiз аз шамалар болғандықтан функцияның толық өсiмшесi жуықтап алғанда оның толық дифференциалына тең , яғни . Бұдан екi айнымалы функцияның мәнiн жуықтап есептеу формуласы шығады: 









           функциясының  нүктесiнде және нүктесiнiң аймағындағы нүктелерде бiрiншi реттi дербес туындылары , . Сонда  және   дербес туындыларының дербес туындылары  функциясының  нүктесiндегi екiншi реттi дербес туындылары деп аталады.  Екiншi реттi дербес туындылар былай белгiленедi: 


                 ;                    ; 


                 ;                     .
Үшiншi және одан да жоғары реттi дербес туындылар осылайша анықталады және белгiленедi, мысалы: 



;      ;    .

     	Егер екiншi реттi аралас туындылар үзiлiссiз болса, онда олардың мәнi дифференциалдау ретiнен тәуелсiз болады, яғни . Бұл жоғары реттi дербес туындыларға да қолданылады.

Мысал 1 

  функциясының екінші ретті дербес туындыны табыңыз

Шешімі:  


                   

                   

                  

Мысал 2

 функциясының екінші ретті дербес туындыны табыңыз

Шешімі:


                  

                 

                 

                 

                 

                 

                 




Мысал 3 



Шешімі:

                

               

Мысал 4 



Шешімі:


                 


                  

                 

                 

                  

Мысал 5 



                                            

                                         

                             

Мысал 6 

Табу керек   












                  



                                




                                         




Мысал 7 

Табу керек  





                


                         


                                 


                           



Мысал 8 

Табу керек  





                     



Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 
1. Екi айнымалы функцияның толық дифференциалы деп не аталады? 
2. Айқындалмаған функция туындысы қандай формуламен есептеледi? 
3. Екiншi және одан жоғары реттi дербес туындылар қалай анықталады? 

Жаттығулар:

Тапсырма1.
Берілген функциялардың екінші ретті дербес туындыларын табыңыз..

1. 
  
2. 
  
3. 
  
4. 
  
5. 
   
6. 
  
7. 
   
8. 
   
9. 
   
10. 
 
11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 


Тапсырма 2.

 Берілген функциясы көрсетілген теңдеуді қанағаттандырады ма екенін тексеріңіз.
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 


15 тақырып  Екі айнымалы функцияның экстремумы

Мақсаты: Көп айнымалы функцияның экстремумын табуға үйрету.   

Қарастырылатын сұрақтар тiзiмi:
1. Бiрнеше айнымалы функция экстремумының анықтамасы; 
2. Локальдық экстремумның қажеттi шарты; 
3. Екi айнымалы функцияның локальдық экстремумының жеткiлiктi шарты;







        нүктесiнiң аймағы деп центрi  нүктесiнде жататын радиусы кез келген болатын дөңгелек аталады.  нүктесiнiң -аймағы деп радиусы  болатын дөңгелек аталады. 





Анықтама. Егер  нүктесiнiң кейбiр аймағында  (). теңсiздiгi орындалса, онда  мәнi  функциясының максимумы (минимумы) деп аталады. 

         Мұнда  нүктесi функцияның максимумы (минимумы) нүктесi деп аталады. Функцияның максимум және минимум мәндерi функцияның экстремумдары деп аталады.
      




Теорема. (экстремумның қажеттi шарты). Егер дифференциалданатын  функциясының  нүктесiнде экстремумы бар  болса, онда оның бiрiншi реттi дербес туындылары бұл нүктеде нольге тең болады:  ;    .
        Бiрiншi реттi дербес туындылары нольге тең (немесе болмайтын) нүктелер кризистiк немесе стационар нүктелер деп аталады. Оларды экстремумге зерттеу екi айнымалы функцияның экстремумы болудың жеткiлiктi шарттары көмегiмен жүргiзiледi. 


Теорема. (экстремумның жеткiлiктi шарты).  функциясы: 



а)  және  болатындай  кризистiк  нүктесiнiң кейбiр аймағында анықталсын; 









            б) бұл нүктеде оның екiншi реттi үзiлiссiз туындылары  ; ;  болсын. Сонда, егер   болса, онда  нүктесiнде  функциясының экстремумы болады, әрi A<0 (А>0) болса максимум (минимум).  болса, онда  функциясының экстремумы жоқ. Егер  болса, онда экстемум болуы туралы сұрақ ашық қалады. 

  саны Гессе анықтауышы деп аталады. 

Екi айнымалы функцияны экстремумге зерттеу жобасы: 
1. 

бiрiншi реттi дербес туындыларды  және   тап; 
1. 

,  теңдеулерiнiң жүйесiн шешiп функцияның кризистiк нүктелерiн тап;
1. екiншi реттi дербес туындыларды тап, әр кризистiк нүктеде олардың мәнiн есепте және жеткiлiктi шарт көмегiмен экстремум болуы туралы қорытынды шығар; 
1. функцияның экстремумдарын тап. 
	

Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар: 

1.  нүктесiнiң аймағы дегенiмiз не? 
2. Екi айнымалы функцияның экстремумы дегенiмiз не? 
3. Қандай нүктелер экстремальды нүктелер деп аталады? 
4. Екi айнымалы функция экстремумының қажеттi шартын тұжырымда. 
5. Қандай нүктелер кризистiк немесе стационар деп аталады? 
6. Кризистiк және экстремальды нүктелер арасындағы байланыс қандай? 
7. Гессе анықтауышы деп не аталады? 
8. Екi айнымалы функция экстремумының жеткiлiктi шартын тұжырымда.


Жаттығулар:

Тапсырма 1.
Берілген функциялардың экстремумын табыңыз.
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
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