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Введение

Одна из главных особенностей современного состояния процесса обучения широкое использование достижений новых информационных технологий. Отдельно следует подчеркнуть интенсификацию процессов использования различных программных комплексов и пакетов прикладных программ для решения инженерно – технических задач при помощи вычислительных методов. Это все легко объясняется. Поскольку численные методы выступают как эффективный инструментарий при совместном использовании с вычислительной техникой для решения широкого круга задач.

Основное назначение вычислительных методов решение математических задач, моделирующих различные процессы. Из этого совсем не следует, что для подробного изучения и исследования численных методов необходимы фундаментальные знания из области математики, что только специалист с достаточными  знаниями математики осилит этот процесс. Простота заключается в том, что методы осваиваются как инструментарий для практической деятельности.
В предлагаемом учебном пособии излагаются основные методы и приемы вычислительной математики, опирающиеся на базовый курс математики для технических специальностей.

Для многих рассматриваемых методов приводятся блок-схемы алгоритмов решаемых задач, а также примеры решения задач с их программной реализацией на языках Turbo Pascal и C++.
Учебное пособие будет большим подспорьем в ознакомлении студентов с основами численных методов решения задач и применения этих методов для решения проблем моделирования систем и процессов.

Рекомендуется студентам, обучающихся на специальностях «Программное обеспечение», «Информатика», «Математика», а также широкому кругу специалистов по компьютерному моделированию.

1 Алгебра матриц
1.1 Матрицы
Матрицей размером 
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 называется прямоугольная таблица чисел, содержащая 
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 строк и 
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 столбцов. Числа, составляющие матрицу, называются элементами матрицы. Обычно принято обозначать матрицы прописными (большими) буквами, а саму таблицу чисел заключать в круглые скобки. 

Матрицы можно обо​значать как
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Например, 
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 -  матрица размером 2x3,
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 - матрица размером 3x1, или, другими словами, матрица-столбец;
С = (1 -1 2 4) — матрица размером 1х4, или матри​ца-строка.
Иногда вместо круглых скобок в записи матрицы используют квадратные или двойные прямые линии
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Для обозначения элементов матрицы используется та же бу​ква, что и для обозначения матрицы, только не прописная, а строчная, и эта буква снабжается двумя индексами. Например, матрицу размером т х п можно записать в виде
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Если число строк матрицы равно числу столбцов, то матрица называется квадратной. Число строк или, что то же самое, число столбцов в ней называется порядком матрицы.
Совокупность элементов квадратной матрицы, расположен​ных на отрезке, соединяющем левый верхний угол с правым нижним, называется главной диагональю матрицы. Например, в матрице
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главную диагональ образуют числа {1; 3; -4}.
Квадратная матрица, у которой все элементы вне главной диагонали равны нулю, называется диагональной. Примеры диагональных матриц:
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Квадратная матрица называется верхней треугольной (нижней треугольной), если все ее элементы, стоящие ниже (выше) глав​ной диагонали, равны нулю. Например, верхние треугольные матрицы:
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Если 
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 то матрица называется симметрической, например
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Единичной матрицей называется диагональная матрица, у ко​торой все элементы главной диагонали равны 1. Для обозначе​ния единичной матрицы обычно используется буква 
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.


[image: image18.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

1

0

0

0

1

0

0

0

1

Е

.

Если все элементы матрицы равны нулю, то матрица называ​ется нулевой. Матрица называется обратной к матрице 
[image: image19.wmf]A

 и обо​значается 
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 (единичной матрице).

Две матрицы называются равными, если они имеют одинако​вые размеры и элементы, стоящие на одинаковых местах, равны друг другу.
1.2. Основные  действия над матрицами
Суммой (разностью) матриц называется матрица, элементами которой являются соответственно сумма (разность) элементов исходных матриц
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Операция умножения (деления) матрицы любого размера на произвольное число сводится к умножению (делению) каждого элемента матрицы на это число
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Произведением матриц называется матрица, элементы кото​рой могут быть вычислены по следующим формулам:
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf].

1

kj

n

k

ik

ij

b

a

c

×

=

å

=


Из приведенного определения видно, что операция умноже​ния матриц определена только для матриц, число столбцов пер​вой из которых равно числу строк второй.
Если для каких-либо матриц выполняется соотношение 
[image: image31.wmf]BA
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, то такие матрицы называются перестановочными.
Матрицу 
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 называют транспонированной матрицей к 
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, а пе​реход от 
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 к 
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 — транспонированием, если элементы каждой строки матрицы 
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 записать в том же порядке в столбцы матри​цы 
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другими словами, 
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. Квадратная матрица 
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, называется ортогональной матрицей.
Определителем квадратной матрицы 
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называется число, которое может быть вычислено по элементам матрицы по формуле                                
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где 
[image: image45.wmf]k

M

1

 - детерминант матрицы, полученной из исходной вы​черкиванием первой строки и к- го столбца. Следует обратить внимание на то, что определители имеют только квадратные матрицы, т. е. матрицы, у которых число строк равно числу столбцов. Формула (1) позволяет вычислить определитель мат​рицы по первой строке, также справедлива формула вычисления определителя по первому столбцу:
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Вообще говоря, определитель может вычисляться по любой строке или столбцу матрицы, т. е. справедлива формула
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Очевидно, что различные матрицы могут иметь одинаковые определители. Определитель единичной матрицы равен 1. Для указанной матрицы 
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 число 
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 называется дополнительным ми​нором элемента матрицы аи. Таким образом, можно заключить, что каждый элемент матрицы имеет свой дополнительный ми​нор. Дополнительные миноры существуют только в квадратных матрицах.
1.3 Примеры

Пример 1.1. Вычислить сумму матриц:
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Решение: 
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Пример 1.2 Вычислить произведения матриц: а) 
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Решение:
а)
[image: image63.wmf]÷
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-3 · 3 + 2 · (-3) + 4-2 + 3- (-2) = -9 - б + 8 - 6 = -13; 
-3 - (-4) + 2- 5 + 4-6 + 3-1 = 12+ 10+ 24 + 3 = 49;
3· 3 + (-2) - (-3) + 3 -2+ 1 - (-2) = 9 + 6 + 6- 2 = 19;
3· (-4) + (-2)-5 + 3-6+1 - 1 =-12-10+18 +1 =-3;
6-3 + (-5) · (-3) + 2-2 + 4- (-2) =18+ 15 + 4-8 = 29;
5- (-4) + (-5) · 5 + 2 · 6 + 4 - 1 = -20 - 25 + 12 + 4 = -33.
б) 
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2·3+7·2+3·5 =35

2 - (-3) + 7 - (-2) + 3 · 4 = -8;
2-2 + 7- 1 + 3 - (-1) = 8;
2- (-2) + 7 · 4 + 3 - 0 = 24;
-2-3 + 5-2 + 2-5=14;
-2 · (-3) + 5 - (-2) + 2-4 = 4;
-2-2 + 5- 1 + 2 · (-1) = -1;
-2 - (-2) + 5 · 4 + 2 · 0 = 24;
4 · 3 + 1 - 2 + 5 · 5 = 39;
4· (-3) + 1 - (-2) + 5-4 = 6;
4·2+1 - 1 + 5 · (-1) = 4;
        3· (-2) + 1 · 4 + 5 · 0 = -4.
Пример 1.3  Вычислить произведение матриц 
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б) А=(7  -3  9   2   4),  
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Решение:
а) 
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б)  (7  -3  9   2   4) · 
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Пример 1.4 Вычислить произведение: а) АВТ; б) ВГА. А = (9 6 3 1), В = (-2 3 -5 7).
Решение:

а) 
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б) 
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Пример 1.5 Даны матрицы 
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и число а = 2. Найти АТВ + аС.
Решение:
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Пример 1.6 Вычислить определитель матрицы 
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        Решение:
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=(-2·1-1·3)-2(0·1-3·3)+(0·1+3·2)=-5+18+6=19.

Пример 1.7 Даны матрицы   
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Решение:
1-й способ:

det A=4-6=-2; det B=15-2=13;

det (AB)=det A · det B=-26.

2-й способ:
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det (AB)=7·18-8·19=126-152=-26.

Пример 1.8  Вычислить определители:
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б)
по правилу треугольников   
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в)
разложением по первой строке 
[image: image87.wmf]15
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г)
разложением по первому столбцу 
[image: image88.wmf]0
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д)
свести матрицу к определителям меньшего порядка, упро​щая с помощью линейной комбинации строк и столбцов
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Решение:
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Пример 1.9
а)
Вычислить сумму двух определителей:
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5

1

4

2

2

4

3

7

2

5

1

4

2

5

2

3

7

2

-

-

-

и


б)
Представить определитель  
[image: image96.wmf]2
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 в виде суммы двух определителей.

Решение:
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Пример1.10 Представить определитель 
[image: image99.wmf]0
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 в виде произведения определителя на число.
Решение: 

[image: image100.wmf].
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2 Решение системы линейных уравнений
2.1 Система линейных уравнений
Многие задачи практики сводятся к необходимости решения системы линейных уравнений. При конструировании инженер​ных сооружений, обработке результатов измерений, решении за​дач планирования производственного процесса и ряда других за​дач техники, экономики, научного эксперимента приходится ре​шать системы линейных уравнений.
Система 
[image: image101.wmf]n

 линейных уравнений с 
[image: image102.wmf]n

 неизвестными (или ли​нейная система) в линейной алгебре — это система уравнений вида
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Здесь 
[image: image104.wmf]n
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 — неизвестные, которые надо определить; 
[image: image105.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]j
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,

 — коэффициенты системы; 
[image: image107.wmf]n

b
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— свобод​ные члены (предполагаются известными). Индексы коэффици​ентов 
[image: image108.wmf]j
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 системы обозначают номера уравнения (i) и неизвест​ного (j), при котором стоит этот коэффициент.
Система называется однородной, если все ее свободные члены равны нулю, т. е. 
[image: image109.wmf]0
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, иначе — неоднородной.
Система называется квадратной, если число т уравнений равно числу п неизвестных.
Решение системы — совокупность n чисел с1, с2, ..., с„, таких, что подстановка каждого с,- вместо х,. в систему обращает все ее уравнения в тождества.
Система называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если у нее нет ни одного реше​ния. Совместная система может иметь одно или более решений.. Решения  
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[image: image111.wmf])
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 cовместной системы называются различными, если нарушается хотя бы одно из ра​венств
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 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf].
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Совместная система называется определенной, если она имеет единственное решение; если же у нее есть хотя бы два различ​ных решения, то она называется неопределенной.
2.2  Методы решения системы линейных уравнений

2.2.1 Матричный метод
Матричный метод решения систем линейных алгебраических уравнений с ненулевым определителем состоит в следующем.
Пусть дана система п линейных уравнений с п неизвестны​ми:


[image: image114.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

.

...

.......

..........

..........

..........

..........

;

...

;

...

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

m

n

mn

m

m

n

n

n

n

b

x

a

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a


[image: image115.wmf]
Тогда ее можно переписать в матричной форме:


[image: image116.wmf],
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где А — основная матрица системы, В и X — столбцы свободных членов и решений системы соответственно:
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Умножим это матричное уравнение слева на А 1 — матрицу, обратную матрице А:
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Так как 
[image: image122.wmf]E

A

A

=

-

1

 (учитывая ассоциативность матричного про​изведения), получаем 
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 Правая часть этого уравнения даст столбец решений исходной системы. Условием применимо​сти данного метода (как и вообще существования решения неоднородной системы линейных уравнений с числом уравнений, равных числу неизвестных) является невырожденность матри​цы А. Необходимым и достаточным условием этого является не​равенство нулю определителя матрицы А:
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Для однородной системы линейных уравнений, т. е. когда вектор В = 0, действительно обратное правило: система АХ = 0 имеет нетривиальное (т. е. ненулевое) решение только если det А = 0. Такая связь между решениями однородных и неодно​родных систем линейных уравнений носит название альтернати​вы Фредгольма.
Трехдиагональной называют матрицу вида
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Системы с такими матрицами встречаются при решении многих задач математики и физики. Помимо матрицы в правой части в системе задаются краевые условия х0 и х„, которые берут​ся из контекста задачи.
2.2.2 Метод простой итерации

Приближенные методы решения систем линейных уравнений позволяют получать значения корней с заданной точностью в виде предела последовательности некоторых векторов. Процесс построения такой последовательности называется итерационным (повторяющимся).

Эффективность применения приближенных методов зависит от удачного выбора начального вектора и быстроты сходимости процесса. Рассмотрим два приближенных метода: метод последовательных приближений (метод итерации) и метод Зейделя

Метод последовательных приближений (метод итерации). Пусть дана система линейных уравнений
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Запишем систему (1) в матричном виде:

                   АХ = В,                                                                     (2)       

где
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Предполагая, что диагональные элементы 
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 (i = 1, 2,..., n), выразим 
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 через первое уравнение системы, 
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 – через второе урав​нение и т. д. В результате получим систему, эквивалентную системе (1):
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Обозначим  
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 где i = 1, 2,..., n;  j = 1, 2,..., n.

Перепишем систему (3) с учетом введенных обозначений
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Система (3') называется системой, нормализованной или приведенной к нормальному виду. Введя обозначения
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[image: image692.wmf]Запишем систему (3') в матричной форме:
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Решим систему (4) методом простых итераций. За вектор нуле​вого приближения можно взять произвольный вектор. В нашем случае примем столбец свободных членов
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 — нулевое приближение,
далее, построим матрицы-столбцы:
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 — первое приближение;
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 — второе приближение,
и т. д.
Можно записать формулу вычисления любого 
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Если последовательность приближений 
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, то этот предел является решением системы (3), поскольку по  свойству предела 
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Пример 2.1 Методом итераций решить систему 4x4 линей​ных уравнений с точностью s = 0,0001:
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Решение:
Формальные параметры процедуры:
входные: А — матрица, составленная из коэффициентов при X преобразованного уравнения; В — матрица, составленная из
свободных членов; N — размерность массивов A(N х N) и B(/V); IK — предельно возможное количество итераций (введено для того, чтобы в случае расхождения процесса выйти из подпро​граммы. Обычно решение достигается за 3—6 итераций); EPS — заданная погрешность решения;
выходные: X — массив, в котором находится решение системы.
Подпрограмма

Procedure ITER (N, IK :integer; EPS : real;
A : masl; В : mas; VAR X : mas);
VAR XI : mas;
S : real;
I, J, К : integer;
BEGIN
XI := В; X := XI; К := 0;
REPEAT S := 0.0; Inc(K); for I := 1 to N do BEGIN
for J := 1 to N do X[I] := A[I,J]·X1[J] + B[J];
S := S + abs (X[I]-X1 [I]);
END;
S:=S/N; XI := X;
UNTIL (S<EPS) AND (K>IK);     END;
Таблица 2.1

Результаты счета
	X[1]
	X[2]
	X[3]
	X[4]
	Номер итерации



	2,150000
	0,440000
	0,830000
	1,160000
	ITER = 0

	1,252800
	1,484800
	1,229600
	1,299200
	ITER = 1

	1,263936
	1,523776
	1,237952
	1,315904
	ITER =2

	1,265272
	1,528453
	1,238954
	1,317908
	ITER = 3

	1,265433
	1,529014
	1,239075
	1,318149
	ITER = 4

	1,265452
	1,529082
	1,239089
	1,318178
	ITER = 5

	1,265454
	1,529090
	1,239091
	1,318181
	ITER = 6

	1,265455
	1,529091
	1,239091
	1,318182
	ITER = 7

	1,265455
	1,529091
	1,239091
	1,318182:
	РЕШЕНИЕ


Пример 2.2 Методом Ньютона решить систему двух уравне​ний
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          Решение:
Начальное приближение решения системы (рис. 2.1) найде​но графически (0,4; 0,2).
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Рис. 2.1 Графическое решение системы

Программа

function funcF(x,y:real):real; begin
funcF:=exp(x+y)-x·x+y-2
end;
function funcG (x,y:real) :real;

 begin
funcG:=(x+0.5)·(x+0.5)+y·y-1 end;
{Процедура метода Ньютона (хО, y0 — начальное приближение, eps — точность, max — максимальное число итераций, х, у — точное решение, IP — код ошибки)}
{hx, hy — шаг по оси X (по Y), Fx,Fy,Gx,Gy — производные функций}
procedure NN(xO, у0, eps: real; max :integer; var x, у :real; var IP:integer); var max1 : integer; hx,hy, Fx0,Gx0, Fx,Fy,Gx,Gy, xl,y 1 : real;
begin
maxl:=0; xl:=x0+0.00001; yl:=y0+0.00001; hx:=0.00001; hy:=0.00001;
FxO:=funcF(xO,yO); Gx0:=funcG(x0,y0); while (abs(x0-x 1 )>=eps) and (maxl<=max) do begin
maxl:=maxl+l; Fx0:=funcF(x0,y0); Gx0:=funcG(x0,y0); Fx:=(funcF(xl,y0)-funcF(x0-hx,y0))/(2·hx); {производная функции
F по X}
Gx:=(funcG(xl,y0)-funcG(x0-hx,y0))/(2·hx); {производная
функций G по X} Fy:=(funcF(xO,yl)-funcF(xO-hy,yO))/(2·hy); {производная функций
F no Y}
Gy:=(funcG(x0,yl)-funcG(x0-hy,y0))/(2·hy); { производная
функций F no Y}
xl:=xO-(FxO·Gy-Fy·GxO)/(Fx·Gy-Fy·Gx); yl:=yO-(Fx·GxO-FxO·Gx)/(Fx·Gy-Fy·Gx); x:=xl; y:=y 1;
writelnf x=',x,' y=',y); {промежуточные значения} hx:=xl-x0; hy:=yl-y0; x0:=xl; xl:=x0+hx; y0:=yl; yl:=y0+hy; end;
if maxi>max then IP:=1 else IP:=0; end;
var xl,yl : real;
IP : integer; begin
NN(0.2,0.4,0.0000001,1000,xl,у 1,IP); {вызов процедуры} writelnfxl = ’,xl,’; yl = ',yl,'; IP = ’,1P);
Readln;
end.
2.2.3 Метод Зейделя
Метод Зейделя представляет собой некоторую модификацию ме​тода последовательных приближений. В методе Зейделя при вычислении (k+1)-го приближения неизвестного xi учитываются уже найденные ранее (k+1)-е приближения неизвестных x1 , х2, …, хi-1.

Пусть дана линейная система, приведенная к нормальному виду
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Выбираем произвольно начальные приближения корней 
[image: image152.wmf](
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Полученное первое приближение 
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полученные первые приближения 
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 подставляем в третье уравнение системы (1):
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и т. д. Наконец,
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Аналогично строим вторые, третьи и т. д. итерации.

Таким образом, предполагая, что k-е приближения корней 
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известны, по методу Зейделя строим (k+1)-е приближения по следующим формулам:
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2.2.4 Примеры к главе 2
Пример 2.3 Решить систему линейных алгебраических урав​нений с вещественными коэффициентами по методу Зейделя.
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Для того чтобы обеспечить достаточные условия сходимости итерационного процесса (преобладающие значения диагональ​ных элементов), преобразуем исходную систему и приведем к удобному виду. Чтобы дальнейшие преобразования были понят​ны, обозначим уравнения исходной системы буквами А, Б, В и Г соответственно:
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Преобразованную систему будем решать методом Зейделя, при этом получим:
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В качестве нулевого приближения (к = 0) возьмем 
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. Зададим количество итераций к = 2.
Таблица 2.2

	Итерация к
	Значение неизвестных
	Невязки

	0
	-0,4
	0,2
	-0,4
	-1,111
	-2,711
	-1,911
	0,444
	—1,422

	1
	-0,263
	0,36
	-0,846
	-1,244
	-0,309
	1,0
	0,734
	0,446

	2
	-0,329
	0,422
	-0,874
	-1,199
	0,095
	-0,00
	0,009
	0,029


В приведенной таблице 2.2, кроме значений неизвестных, на ка​ждом шаге оценивались невязки. Так как используется итераци​онный метод, значения неизвестных вычисляются приближенно, то, подставляя значения неизвестных в исходную систему, справа получим не ноль, а некоторые значения, называемые невязкой первого, второго, ... уравнений на 
[image: image169.wmf]k

-ом шаге.
Решение:
В переменную 
[image: image170.wmf]n

 вводится порядок матрицы системы, в пере​менную е — максимальная абсолютная погрешность. С помощью вспомогательной процедуры ReadSystem в двухмерный массив а и одномерный массив b вводится с клавиатуры расширенная мат​рица системы. Начальное приближение предполагается равным нулю. Оба массива и переменные n и е передаются функции Sеidеl, в которой исследуется сходимость системы. И в том слу​чае, если система не сходится, выполнение функции прекраща​ется с результатом false. В ходе каждой итерации вычисляется но​вое приближение и абсолютная погрешность. Когда полученная погрешность становится меньше заданной, выполнение функции прекращается. Полученное решение выводится на экран с помо​щью вспомогательной процедуры WritеХ.
Программа
uses crt; const
maxn = 10;
type

 data = real;
matrix = arrayfl..maxn, l.maxn] of data; 

vector = array[l.maxn] of data;

 { процедура ввода расширенной матрицы системы }

 procedure readsystem(n: integer; var a: matrix; var b: vector);

var
i, j, r: integer; 

begin
r := wherey; gotoxy(2, r); write('a');

 for i := 1 to n do begin

 gotoxy(i * 6 + 2, r); write(i); 

gotoxy( 1, r + i + 1); write(i:2);

 end;
gotoxy((n + 1) * 6 + 2, r); write('b'); 

for i := 1 to n do begin

 for j := 1 to n do begin
gotoxy(j * 6 + 2, r + i + 1); read(a[i, j]); 

end;
gotoxy((n + 1) * 6 + 2, r + i + 1); read(b[i]); 

end;

 end;
{ процедура вывода результатов }

 procedure writex(n :integer; x: vector); 

var
i: integer; 

begin
for i := 1 to n do writeln('x', i, ' = ' x[i];

 end;
{ функция, реализующая метод зейделя }
function seidel(n: integer; a: matrix; b: vector; var х: vector; е: data)

 : boolean;
var      i, j: integer;
si, s2, s, v, m: data; 

begin    { исследуем сходимость }

 for i := 1 to n do begin 

s := 0;
for j := 1 to n do if j <> i then s := s + abs(a[i, j]);

 if s >= abs(a[i, i]) then begin 

seidel := false; 

exit;
end; 

end; 

repeat 

m := 0;
for i := 1 to n do begin 

{ вычисляем суммы }

 si := 0;     s2 := 0;
for j := 1 to i - 1 do si := si + a[i, j] * x[j];
for j := i to n do s2 := s2 + a[i, j] * x[j];

 { вычисляем новое приближение и погрешность } 

v := x[i];   x[i] := x[i] - (1 / a[i, i]) * (sl + s2 - b[i]); 

if abs(v - x[i]) > m then m := abs(v - x[i]);

 end; 

until m < е; 

seidel := true;

 end;

 var

 n, i: integer; 

a: matrix; 

b, x: vector; 

e: data;

 begin 

clrscr;
writeln ('пpoгpaммa реш. систем лин. уравнений по методу
зейделя');
wгitеlп;
writеlпсвведите порядок матрицы системы (макс. 10)');

 repeat
write('>'); read(n); 

until (п > 0) and (п <= maxn);

writеlп;
writeln('bвeдитe точность вычислений');

 repeat
write('>'); read(e);

 until (е > 0) and (е < 1); 

writеlп;
writeln('bвeдитe расширенную матрицу системы'); 

readsystem(n, а, b); 

writеln;
{ предполагаем начальное приближение равным нулю }

 for i := 1 to n do x[i] := 0;

 if seidel(n, а, b, х, е) then begin 

writeln('peзyльтaт вычислений по методу зейделя'

 writex(n, х);

 end
 else
writeln('meтoд зейделя не сходится для данной системы');

 writеlп; 

end.
Ответ: 
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2.2.5 Методы прогонки и Гаусса

Метод прогонки основан на предположении, что искомые неизвестные связаны рекуррентным соотношением:
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Используя это соотношение, выразим 
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 через 
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 и подставим в i-е уравнение:
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где 
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 — правая часть i-го уравнения. Это соотношение будет вы​полняться независимо от решения, если потребовать
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Отсюда следует:
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 EMBED Equation.3  [image: image181.wmf].
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Из уравнения 
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 После нахождения прогоночных коэффициентов 
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 и 
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 полу​чим решение системы.

Метод Гаусса — метод последовательного исключения неиз​вестных, имеет много разных вычислительных схем. Рассмотрим схему единственного деления, алгоритм которого состоит в сле​дующем.
Прямой ход: путем элементарных преобразований строк (при​бавлений к строке другой строки, умноженной на число и пере​становок строк) матрица приводится к верхнетреугольному виду.
С этого момента начинается обратный ход. Из последнего ненулевого уравнения выражаем каждую из базисных перемен​ных через небазисные и подставляем в предыдущие уравнения. Повторяя эту процедуру для всех базисных переменных, получа​ем фундаментальное решение.
Например, пусть дана расширенная матрица некоторой сис​темы т линейных уравнений с n неизвестными:
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Будем считать, что  
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 (Если это не так, то достаточно переставить первую и некоторую другую строку расширенной матрицы местами.) Проведем следующие элементарные преоб​разования:
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т.е. 
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 EMBED Equation.3  [image: image191.wmf],
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т. е. из каждой строки расширенной матрицы (кроме первой) вычитаем первую строку, умноженную на частное от деления первого элемента этой строки на диагональный элемент a11.

В результате получим матрицу
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т. е. первая строка осталась без изменений, а в столбце под fl„ на всех местах оказались нули. Обратите внимание, что преобразо​вания коснулись всех элементов строк, начиная со второй всей расширенной матрицы системы.
Теперь задача состоит в том, чтобы получить нули подо все​ми диагональными элементами матрицы 
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Повторим элементарные преобразования, но уже для эле​мента 
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т. е. 
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 EMBED Equation.3  [image: image198.wmf],
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т. е. из каждой строки расширенной матрицы (теперь кроме пер​вой и второй) вычитаем вторую строку, умноженную на частное от деления первого элемента этой (текущей) строки на диаго​нальный элемент a22.
Такие преобразования продолжаются до тех пор, пока мат​рица не приведется к верхнетреугольному виду. То есть под главной диагональю не окажутся все нули:
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Вспомнив, что каждая строка представляет собой одно из уравнении линейной системы уравнений, легко заметить что последнее т-е уравнение принимает вид
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Отсюда легко можно найти значение первого корня
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Подставив это значение в предыдущее 
[image: image202.wmf])
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-e уравнение, легко получим значение 
[image: image203.wmf]1

-

n

x

-го корня.
Таким образом, поднимаясь до самого верха обратным ходом метода Гаусса, последовательно найдем все корни системы урав​нений.
2.2.6 Примеры
Пример 2.4 Решить по методу Гаусса систему из трех урав​нений с тремя неизвестными
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Решение:
Запишем расширенную матрицу системы: 
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Проведем элементарные преобразования для первого диаго​нального элемента:
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Теперь проведем элементарные преобразования для второго диагонального элемента


[image: image209.wmf];

3

85

3

40

7

3

47

3

5

0

3

59

3

26

0

5

2

3

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

     
[image: image210.wmf]m

i

C

a

a

С

i

i

i

...,

,

3

,

22

2

=



[image: image211.wmf]=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

3

40

26

3

3

5

3

85

3

40

7

3

59

26

3

3

5

3

47

0

0

3

59

3

26

0

5

2

3



[image: image212.wmf].

78

2410

0

0

3

59

3

26

0

5

2

3

78

200

2210

3

40

7

78

295

1222

0

0

3

59

3

26

0

5

2

3

3

40

26

5

3

85

3

40

7

3

59

26

5

3

47

0

0

3

59

3

26

0

5

2

3

3

40

26

3

3

5

3

85

3

40

7

3

59

26

3

3

5

3

47

0

0

3

59

3

26

0

5

2

3

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

-

-

-

×

-

-

-

-

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

-

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

-

-

=


Получили матрицу верхнетреугольного вида.
Теперь можем применить обратный ход метода Гаусса. По​следнее уравнение принимает вид
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Отсюда
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Подставляем это значение в предыдущее уравнение, которое принимает вид
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Отсюда
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Подставляем это значение и предыдущий корень в первое уравнение, которое принимает вид:
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Программа 
Program GАUS; {Метод Гаусса для системы }
                                   {уравнений с тремя неизвестными}
Uses Сrt;
        VAR       A:array[ 1 ..3,1 ..3] of real;
              d,b, х: array [1..3] of Real; 

              m,s:real; ij,k:integer;
begin 

Сlrsсr;
for i:=l to 3 do begin 

for j:=l to 3 do read(a[ij]); readln; end;

 for i:=l to 3 do readln(b[i]);

 {Исключение неизвестных}

 for k:=l to 2 do 

for i:=k+l to 3 do

 begin
m:=a[i,k]/a[k,k];
for j:=k+l to 3 do a[ij]:=a[ij]-m*a[kj]; b[i]:=b[i]-m*b[k]; 

end;
{Обратная подстановка}

 x[3]:=b[3]/a[3,3];

 for i:=2 downto 1 do

 begin 

s:=0;
for j:=i+l to 3 do s:=s+a[ij]*x[j];

 x[i]:=(b[i]-s)/a[i,i]; 

end; 

for i:=l to 3 do

 writeln(,x',i,'=',x[i]); 

Readln;
 end.
Пример 2.5 Решить систему линейных уравнений 
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методом Гаусса с точностью до 
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Решение:
Определитель системы не равен нулю, поэтому система со вместна и определена (решение единственно). Выполним преобразования.
Первое уравнение оставим без изменения. Для того чтобы избавиться от первого неизвестного во втором и третьем уравне​ниях, к ним прибавим первое, умноженное на 
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 в первом слу​чае и на  
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 во втором
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Теперь избавимся от второго неизвестного в третьем уравне​нии. Для этого второе уравнение умножим на 
[image: image229.wmf]2
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 и прибавим к третьему. Получим эквивалентную заданной систему треуголь​ного вида
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Решаем систему снизу вверх. Из третьего уравнения имеем 
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 и, подставляя его во второе уравнение, находим 
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. По​ставив найденные неизвестные в первое уравнение, получим 
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Таким образом, получим решение системы: 
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 Проверка:
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Получили три тождества. 
Подпрограмма 1
Формальные параметры процедуры:
входные: 
[image: image236.wmf]n

 — порядок системы; А — массив коэффициентов системы размером 
[image: image237.wmf]n

x

n

; В — массив-строка свободных членов;
выходные: х — массив-строка, в который помещается реше​ние системы.
Procedure GАUS (N:integer; А : mаs; В : masl; VAR X : mаsl);
TYPE       МSТ = ARRAY [1..N] OF REAL; 

         MSS = ARRAY [L.N] OF MST; 

VAR
         A1 : MSS; B1 : MST;         
          I, J, M, К : integer;

       H : real;

BEGIN
FOR I := 1 to N do

 BEGIN 

BЦI] := B[I];
FOR J := 1 to N DO A1 [I,J] := A[I,J]; 

END;
FOR I := 1 TO N-l DO

 FOR J := 1+1 TO N DO 

BEGIN
A1[J,I] :=- AI[J,I] / A1 [IД];
FOR К := 1+1 TO N DO A1 [J,K] := A1 [J,K] + A1 [J,I]*A1 [1,K];

 B1[J] := B1[J] + B1[I]*A1[J,I];

 END;
X[N] := B1[N] / A1[N,N]; 

FOR I := N-l DOWNTO 1 DO 

BEGIN 

H := B1[I];
FOR J := 1+1 TO N DO        H := H - X[J]*A1[I,J];

 X[I] := H/A1[I,I];

 END;

 END;
Если необходим контроль за невырожденностью матрицы А, то можно предложить воспользоваться другой процедурой GAUS1.
В отличие от первой процедуры в данном случае в выходных параметрах есть переменная tоl, возвращающая 0 при нормаль​ном завершении работы процедуры, или 1, если на главной диа​гонали один из элементов равен 
[image: image238.wmf]0

, или 
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, если матрица А раз​мерностью больше чем 
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Подпрограмма 2
procedure gaus1 (n:integer; а : mаs; в : mаsl;
                        var    x : mаsl; vаr tоl : integer); 

type
мsт = array [1..50] of real;
 mss = array [1..50] of мsт;

var                          a1 : mss; b1 : mst;
i, j, m, к : integer;           h : real;
begin
for i := 1 to n do

 begin 

b1[i] :=b[i];
for j := 1 to n do a1 [i,j] := a[i,jj; 

end;

 tol := 0;

if n > 50 then begin tol := 2; exit; end; 

for i := 1 to n-l do 

for j := 1+1 to n do 

begin
if abs(a1 [i,i])< 1.0e-10 then

 begin
tol := 1; exit; 

end;
a1 [j,i] :=-al[j,i]/al[i,ij;
for k:= 1+1 to n do a1[j,k] := a1 [j,k] + a1[j,i]*a1[i,k]; 

b1[j] := b1[j] + b1[i]*a1[j,i]
end;
if abs(a1[n,n]) < 1.0e-10 then

 begin
tol := 1; exit; 

end;
x[n] := b1[n] / a1[n,n]; 

for i := n-l downto 1 do 

begin
if abs(a1[i,i]) < 1.0e-10 then

 begin
tol := 1; exit;

 end; 

h := в1 [i];
for j := 1+1 to n do            h := h - x[j]*a1[i,j];

 x[i] :=h/a1[i,i]; 

end; 

end;
Пример 2.6 Решить систему линейных уравнений, задан​ную матрицей

	
	A
	B
	C
	D

	1
	10
	4
	0
	13

	2
	2
	10
	5
	14

	3
	0
	2
	10
	15


Решение:
Приводим исходную матрицу к виду
	
	A
	B
	C
	D

	9
	1
	0,4
	0
	1,3

	10
	0
	9,2
	5
	11,4

	11
	0
	0
	8,913
	12,52174


Используем формулы:
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Находим аргументы:
	X1=
	1,109758

	X2=
	0,475606

	X3=
	1,404885


Программа
unit gauss;

 {

}

interface
const ndim = 20;

 type
d_vector = array[l..ndim] of double; 

d_шatrix = array[ 1..ndim, 1..ndim] of double; 

procedure leq( a : d_matrix; var b : d_vector; n : word);
implementation

 {



}
procedure leq( a : dmatrix; var b : d_vector; n : word);
{Решение системы линейных уравнений методом Гаусса.
На входе — матрица системы а, число уравнений п и вектор-столбец b.
На выходе решение системы содержится в векторе b}
vаr

 j,k,l : word;

 s,t : double; 

begin
if (n > ndim) then n := ndim; 

{ Каждое уравнение делится на наибольший элемент соответствующей строки матрицы а} 

for i := 1 to n do
begin 

s := abs(a[i, 1 ]);

 for к := 2 to n do 

begin
t := abs(a[i,k]); if (t > s) then s := t; 

end;
for к := 1 to n do a[i,k] := a[i,k]/s; b[i] := b[i]/s;

 end; { Прямой ход}

 for к := 1 to n do

 begin
{ Поиск j-го уравнения, имеющего наибольший a[j,j]}

 j := к; s := abs(a[k,k]); 

for i := (k+1) to n do

 begin
t := abs(a[i,k]);
if (t > s) then begin s := t; j := i; end

 end;
{ найденное уравнение меняется местами с текущим k-м}

 if (j <> к) then

 begin
for 1 := к to n do
begin s := aЦ,l]; a[j,l] := a[k,l]; a[k,l] := s; end;

 s := b|j]; b|J] := b[k]; b[k] := s;

 end;
{ делим k-e уравнение на a[k,k]) 

s := a[k,k]; a[k,k] := 1.0;
for 1 := (k+1) to n do a[k,l] := a[k,l]/s; b[k] := b[k]/s;

 { в этом цикле — исключение столбца ниже диагонали}

 for i := (k+1) to n do 

begin
s := a[i,k]; a[i,k] := 0.0;
for 1 := (k+1) to n do a[i,l] := a[i,l] - a[k,l]*s; b[i] := b[i] - b[k]*s end; 

end; {Обратный ход} 

for i := (n-l) downto 1 do 

begin

 s := b[i];
for к := (i+1) to n do s := s - a[i,k]*b[k]; b[i] := s end

 end; 

End.

Пример 2.7 Решить систему линейных уравнений методом Гаусса с точностью до 
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Решение:
В данной программе реализован метод Гаусса со схемой час​тичного выбора.
В переменную п вводится порядок матрицы системы. С по​мощью вспомогательной процедуры RеаdSуstет в двухмерный массив а и одномерный массив b вводится с клавиатуры расши​ренная матрица системы, после этого оба массива и переменная п передаются функции Gauss. В фукции Gauss для каждого к-го шага вычислений выполняется поиск максимального элемента в k-м столбце матрицы, начиная с к-й строки. Номер строки, со​держащей максимальный элемент, сохраняется в переменной /. В том случае если максимальный элемент находится не в к-й строке, строки с номерами к и / меняются местами. Если же все эти элементы равны нулю, то происходит прекращение выпол​нения функции Gauss с результатом false. После выбора строки выполняется преобразование матрицы по методу Гаусса. Далее вычисляется решение системы и помещается в массив х. Полу​ченное решение выводится на экран с помощью вспомогатель​ной процедуры WritеХ.
Программа
Program МеtGаuss;
Uses CRT;
Const maxn = 10;
Type

 Data = Real;
Matrix = Array[l..maxn, L.maxn] of Data; 

Vector = Array [L.maxn] of Data;
{ Процедура ввода расширенной матрицы системы }

Procedure ReadSystem(n: Integer; var a: Matrix; var b: Vector);
Var i, j, r: Integer;

Begin
г := WhеrеY; GotoXY(2, г); Write('A');

 For i := 1 to n do begin 

GotoXY(i*6+2, г); Write(i); GotoXY(l, r+i+1); Write(i:2); 

end;
GotoXY((n+l)*6+2, г); Write(Ъ'); 

For i := 1 to n do begin 

For j := 1 to n do begin
GotoXY(j * 6 + 2, r + i + 1); Read(a[i, j]); 

end;
GotoXY((n + 1) * 6 + 2, r + i + 1); Read(b[i]); 

end; 

End;
{ Процедура вывода результатов } 

Procedure WriteX(n :Integer; x: Vector); 

Var 

i: Integer;

 Begin
For i := 1 to n do Writeln('x', i, ' = ', x[i]); 

End;
{ Функция, реализующая метод Гаусса }
Function Gauss(n: Integer; a: Matrix; b: Vector; var x:Vector): Boolean;

 Var
i, j, k, 1: Integer; 

q, m, t: Data; 

Begin
For k := 1 to n - 1 do begin 

{ Ищем строку 1 с максимальным элементом в k-м столбце}

 1 := 0; ш := 0;

 For i := k to n do
If Abs(a[i, k]) > m then begin m := Abs(a[i, k]); 1 := i; end; 

{ Если у всех строк от k до п элемент в k-м столбце нулевой,то система не имеет однозначного решения } If 1 = 0 then begin Gauss := false; Exit; end;

 { Меняем местами 1-ю строку с k-й }

 If 1 О k then begin 

For j 1 to n do begin 

t := a[k, j]; a[k, j] := a[l, j]; a[l Jj := t; 

end;
t := b[k]; b[k] := b[l]; b[l] := t; end;
{ Преобразуем матрицу } 

For i := k + 1 to n do begin q := a[i, k] / a[k, k]; 

For j := 1 to n do If j = k then a[i, j] := 0

else a[i, j] := a[i, j] - q * a[k, j]; b[i] := b[i] - q * b[k]; 

end;
end;
{ Вычисляем решение } 

x[n] := b[n] / a[n, п]; 

For i := п - 1 downto 1 do begin t := 0;

For j := 1 to n-i do t := t + a[i, i + j] * x[i + j];

 x[i] := (1 / a[i, i]) * (b[i] -t);

 end;
Gauss := true;

 End; 

Var

 n, i: Integer; 

a: Matrix ;

 b, x: Vector; 

Begin

 ClrScr;
Writeln('Peш. систем лин. уравнений по методу Гаусса');

 Writеln;
Writeln('Bвeдитe порядок матрицы системы (макс. 10)');

 Repeat
WгitеО'); Read(n); 

Until (п > 0) and (п <= maxn); 

Writeln;
Writeln('Bвeдитe расширенную матрицу системы'); 

ReadSystem(n, а, b); Writeln; 

If Gauss(n, а, b, х) then begin 

Writeln('Peзyльтaт вычислений методом Гаусса'); 

WriteX(n, х); 

end 

else
Writeln('Дaннyю систему невозможно решить по методу Гаусса'); 

Writeln; 

Readln; 

End.
Ответ: 
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3 Решение нелинейных уравнений
3.1 Особенности численного решения 

Во многих практически важных случаях, когда уравнение имеет сложный вид, аналитически его точное решение найти не удается. Отсутствуют методы решения в общем виде алгебраиче​ских уравнений высоких степеней. Для трансцендентных урав​нений точное решение можно найти в немногих самых простых случаях.
Если решение нельзя найти в явном виде, то для отыска​ния корня используют другие методы. Например, приближен​но е решение можно получить методом последовательных при​ближений. Сравнительно легко корни уравнения определяются графически — достаточно лишь для уравнения 
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 постро​ить график функции 
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 и найти точки пересечения кривой с осью абсцисс, в которых эта функция равна нулю. Наконец, корень уравнения можно попытаться определить «методом подбора».

Однако ни один из перечисленных подходов нельзя считать достаточно эффективным при Решении инженерных и научных задач на ПЭВМ. Более предпочтительны способы, обеспечиваю​щие одновременно как оперативность получения результата, так и высокую точность. 
Второе важное требование к методу — универсальность, т. е. способность находить решения для разных видов уравнений. В особенности эти требования должны соблюдаться в специаль​ных пакетах программ, предназначенных для выполнения боль​шого объема расчетов, например в системах автоматизированно​го проектирования (САПР).
В связи с этим для решения нелинейных уравнений на ПЭВМ широко применяются специальные методы, которые от​носятся к методам вычислительной математики. На их основе создано большое число алгоритмов, различающихся сложностью и эффективностью.
Когда говорят о методах решения нелинейных уравнений на ПЭВМ, то подразумевают в первую очередь итерационные мето​ды. Главным признаком итерационного метода является много​кратное повторение одного и того же набора действий для полу​чения результата.
В основе итерационного метода лежит итерационная, т. е. по​вторяемая процедура. Процедура эта строится таким образом,что после каждого ее выполнения производится очередное при​ближение к корню. Можно сказать, что итерационный метод не​сколько напоминает отыскание корня подбором, однако этот подбор производится не наугад, а по вполне определенному алго​ритму.
При решении практических задач обычно приходится прово​дить предварительное исследование уравнения до его решения. Дело в том, что если уравнение не удается решить аналитически, то заранее трудно определить, сколько оно имеет корней и како​ва их природа — сколько из них комплексных или веществен​ных, сколько отрицательных или положительных. Поиск корней наугад без предварительного исследования чреват тем, что пра​вильный ответ так и не будет найден. Кроме того, зачастую не​которые корни не имеют физического смысла, и поэтому нет необходимости определять их точные значения.
Однако в ходе предварительного исследования уравнения можно, не вычисляя точных значений всех корней, сразу вы​брать из них те, которые представляют наибольший интерес.
Примерное положение корней уравнения 
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на число​вой оси легко определить, построив график функции 
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. Точки пересечения кривой 
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 с осью абсцисс, где
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, и будут соответствовать искомым корням.
Построенный график позволяет провести отделение указан​ных корней, т. е. найти на оси х границы отрезков, в каждом из которых располагается не более одного корня.
Решение многих практических задач сводится к решению уравнений
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где функция 
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определена и непрерывна на некотором интервале
Если функция
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 представляет собой многочлен, то уравне​ние (1) называется алгебраическим. Если в функцию
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входят трансцендентные (тригонометрические, логарифмические, пока​зательные и т. д.) функции, то уравнение (1) называется транс​цендентным.
Для решения алгебраических уравнений любой степени и трансцендентных уравнений разработаны численные методы.
3.2 Отделение корней

Действительные корни уравнения
         
[image: image257.wmf]0
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приближенно можно определить как абсциссы точек пересечения графика функции у= ƒ(х) с осью Ox. Если уравнение (1) не имеет близких между собой корней, то этим способом его корни легко отделяются. На практике часто бывает выгодно уравнение (1) заменить равносильным ему уравнением
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где  функции φ (x)  и  ψ(x) — более простые, чем функция  f(x). Тогда, построив графики  функций у = φ (x)  и  у = ψ(x), искомые корни получим как абсциссы точек пересечения этих графиков как показано на рисунке 1.
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Пример 3.1. Отделить корень уравнения 
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Решение:
Построим графики функций 
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Из рисунка 2 видно, что уравнение имеет единственный ко​рень, принадлежащий отрезку [0; 1]. Когда находится отрезок, внутри которого расположен корень, то этот этап решения назы​вается этапом отделения корня.

[image: image262.jpg]8,00

6,00

4,00

2,00

0,00

—2,00

-4,00





Рисунок 2. Графическое отделение корней

Если непрерывная функция 
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на отрезке [a;b] строго монотонна имеет на концах отрезка разные знаки, то на этом отрезка существует (и причем единственный) корень уравнения 
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Действительно, функция 
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 имеет разные знаки и возрастает на отрезке [0; 1]:
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Действительно, если 
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 (или на оборот), тонепрерывная функция 
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обязательно хотя бы один раз пересекает ось абсцисс, а иногда несколько раз (рис. 3).
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Рисунок 3. Случай нескольких корней

Отделение корней осуществляют либо графически, либо на основании аналитических исследований, либо сочетают оба этих способа. 
Пример 3.2. Отделить корни уравнения 
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Решение
В данном случае 
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 при всех х, то функция 
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 возрастает в промежутке
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. Корень считается отдельным, если указан конечный промежуток (а; b), на котором он находится. Методом проб на​ходим отрезок [a; b], для которого 
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, т. е. на концах отрезка функция 
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 принимает значения разных знаков. Для этого вычислим значения функции при некоторых значениях ар​гумента:
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Так как 
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, то на отрезке [-1; 0] корня нет; посколь​ку      
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, то корень находится на отрезке [0; 1].
Замечание 1. Можно указать отрезок меньшей длины, которому принадле​жит корень. Взяв середину отрезка [0; 1], т. е. положив 
[image: image286.wmf]5

,

0

=

x

, по формуле

[image: image287.wmf]0

1

5

,

0

2

)

5

,

0

(

50

,

0

(

3

>

-

×

+

=

f

.
Так как 
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, то корень находится на отрезке [0; 0,5]. Этот процесс можно продолжать.
Замечание 2. Корень данного уравнения можно отделить и графически. Придадим уравнению вид 
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 и построим графики функций 
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. Эти графики пересекаются в точке, абсцисса которой принадлежит интервалу (0; 0.5).
Для уточнения корней используют несколько различных ме​тодов:
· деления отрезка пополам;
· хорд;
· касательных.
3.3 Метод половинного деления
 В методе половинного деления (дихотомии, биекции) заданный отрезок [а; b] разделим пополам (рис. 4) и положим 
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. Из двух полученных отрезков [а; х0] и [х0; b] выби​раем тот, на концах которого функция 
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 имеет противоположные знаки. Полученный отрезок снова делим пополам и приво​дим те же рассуждения. Процесс продолжаем до тех пор, пока
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Рисунок 4. Метод половинного деления (дихотомии)
длина отрезка, на концах которого функция имеет противопо​ложные знаки, не будет меньше заданного 
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Таким образом, если х0 и х, таковы, что) 
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, то корень найден. В противном случае из отрезков 
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 выбира​ем тот, на концах которого f принимает значения разных знаков, и проделываем аналогичную операция. Процесс продолжаем до получения требуемой точности.

Пример 3.3. Составить программу для нахождения корней методом половинного деления для функции 
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 Решение
Блок-схема алгоритма дихотомии показана на рисунке 5.
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Рисунок 5. Блок-схема алгоритма дихотомии
Программа
program polovina; {Половинное деление}

 var a,b,e,x:real;
function f(x:real):real; 

begin

 f:=x·x-1.7·x'1.7; 

end

 begin
write(’введите a,b,e’); readln(a,b,e);
repeat
x:=(a+b)/2;
if f(x)·f(b)<0 then a:=x else b:=x; 

until abs(a-b)<=e writeln(’KopeHb:’,x:6:2); readln; end.

Пример 3.4. Методом половинного деления найти корень уравнения 
[image: image305.wmf]0

sin

5

,

3

2

1

=

-

-

x

e

x

на отрезке 
[image: image306.wmf]]

5

,

1

;

05

,

0

[

 с точностью е = 0,001.
Решение
Схема алгоритма будет иметь вид, приведенный на рис. 2.9.
Вначале задаются значения границ отрезка [a;b] и точность, с которой должен быть найден корень. Затем вычисляется значе​ние функции в точке а
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В середине отрезка [а; b] (точка 
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 Проверка 
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 определяет, имеют ли значения функции на границах отрезка [а; х] разные знаки.
 Если условие 
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 верно, то корень находится на отрезке [х; b].
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Рисунок 6. Блок-схема для примера 3.4
Если условие 
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 ложно, то корень находится на отрезке [a; x].

При этом задаются новые значения для a или b.Таким образом, новый отрезок, на котором отыскивается корень, становится в 2 раза меньше предыдущего.
Если достигнута заданная точность, то выводят на печать найденное значение корня. В противном случае процесс деления интервала пополам продолжается.
Пример 3.5. Найти корень уравнения 
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на отрезке [0,4; 1], используя метод поло​винного деления.
Решение:
Сначала выбираем начальное приближение, разделив отре​зок пополам, т. е. 
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, то х0 является кор​нем уравнения. Если 
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, то выбираем тот из отрезков, на концах которого функция имеет противоположные знаки. Полу​ченный отрезок снова делим пополам и выполняем действия сначала и т. д. Процесс деления отрезка продолжаем до тех пор, пока длина отрезка, на концах которого функция имеет проти​воположные знаки, не будет меньше заданного числа 
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Программа
program lab;
uses crt;
var x,a,b,e:real; iteraz:integer; 

function fun(x:real):real; begin
fun:=x+sqrt(x)+exp((l/3)·(ln(x)))-2.5; end;
begin 

repeat 

clrscr;
writeln('Kopeнь уравнения находится на интервале [a,b]'); 

write ('Введите [а='); readln(a); write(’BBeflMTe [b=’); readln(b); 

write ('Введите приближённое значение корня X—); readln(x); write('Введите точность е—); readln(e);

until (b-a>e) or (x>a) or (x<b) or (a<>0); 

 iteraz:=0; while (fun(x)OO) and (abs(a-b)>e) do

begin
\x
iteraz:=iteraz+l;
'x
if (fun(a)·fun(x))<0 then b:=x else a:=x;
x:=((a+b)/2); 

end;
writeln('Решение уравнения:');
Writeln  ('Вычисленное значение корня.. ’,х:6:5);
Writeln ('Число итераций.. ’,iteraz); 

writeln(Программа закончена, нажмите Enter.'); 

readln;

 end.
Пример 3.6. Методом половинного деления найти корень уравнения 
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Программа
Program Primer;
Uses Crt;
Var
a,b,e,x: real;
Function f(x:real):real;
Begin
f:= sin(x)+cos(x);

End;
Begin
Clrscr;

Write('Введите границы интервала: '); Readln(a,b);

 if (f(a)·f(b)) > 0 then 

Begin Sound(220); Delay(200); NoSound;/
Writeln('Ошибка! Функция не меняет знак на этом интервале!'); 

Writeln ('Нажмите любую клавишу'); Rеadkey;

 Halt;
End
else
Begin Write(’Задайте точность вычислений: '); Readln(e);
Writeln; Writeln(’ X F(X) A F(A) В F(B)');
Writeln(’
’);
While (Abs(b-a)>=2·e) do Begin
x—(b+a)/2;
if f(x)·f(a)>0 then a:=x else b:=x; Writeln(x:8:3,f(x):8:3,a:8:3,f(a):8:3,b:8:3,f(b):8:3);
End;
End;
Writeln; Writeln('Kopeнь уравнения ',(B + A) / 2:4:2); 

Writeln('Нажмите любую клавишу');
Readkey;
End.
3.4 Метод итераций
Пусть задана функция
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, требуется найти корни уравнения
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Метод простых итераций (последовательных приближений) является наиболее общим, и многие другие методы можно пред​ставить как некоторую вариацию метода простых итераций. Представим уравнение (1) в виде
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Это можно сделать, например, прибавив 
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 к обеим частям уравнения (2).
Рассмотрим последовательность чисел хi, которая определя​ется следующим образом:
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Метод простых итераций имеет следующую наглядную геометрическую интерпретацию (рис. 7). Решением уравне​ния (2) будет абсцисса точки пересечения прямой 
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. При выполнении итераций значение функции 
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 в точке xi необходимо отложить по оси абсцисс. Это можно сде​лать, если провести горизонталь до пересечения с прямой у = х и из точки их пересечения опустить перпендикуляр на ось абс​цисс. На рисунке 7 показаны разные ситуации: а) сходимость к корню односторонняя; б) сходимость с разных сторон.
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Рисунок. 7. Приближение к корню методом простой итерации
Сходимость процесса приближения к корню в значительной степени определяется видом зависимости 
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. На рисунке 8. по​казан расходящийся процесс, при котором метод простой итера​ции не находит решения уравнения.
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Рисунок. 8. Расходящийся процесс в методе простой итерации
На рисунке 7. сходимость обеспечивается для медленно изменяющихся функций 
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На рисунке 8 расходящийся процесс наблюдается для более быстро меняющейся функции 
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Можно сделать вывод, что для обеспечения сходимости мето​да простой итерации необходимо выполнить условие 
[image: image340.wmf]1

)

(

<

¢

x

y

 .
На практике в качестве рассматриваемой окрестности ис​пользуют интервал 
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, а условие сходимости итерационного процесса имеет вид:
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Для сходящегося итерационного процесса характерно сле​дующее: при решении задачи переменная последовательно стре​мится к некоторому искомому пределу. Так как итерационный процесс представляет собой последовательность повторяющихся вычислительных процедур, то он, естественно, описывается цик​лическими алгоритмами. Особенность итерационного цикла за​ключается в том, что неизвестен закон изменения рекуррентной величины, выбранной в качестве параметра цикла, и неизвестно число повторений цикла. При этом значение, полученное на п-й итерации, является исходным для следующей (п + 1)-й итерации (рис. 9).
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Рисунок 9. Блок-схема метода простой итерации

Процесс итераций продолжается до тех пор, пока для двух последовательных приближений 
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  не будет обеспечено вы​полнение неравенства
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где 
[image: image347.wmf]e

— точность вычислений. 
3.5 Примеры
Пример 3.7. Методом итераций уточнить с точностью до 
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Решение
Для отделения корней исследовалась производная уравне​ния 
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, корни которой легко определились анали​тически: это 
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 Определим знаки функции на интервалах 
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Следовательно, корни расположены на отрезках 
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Теперь уравнение 
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, что можно сделать разными способами, например:
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Определим, какой из полученных функций 
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 следует вос​пользоваться для вычисления последовательных приближений. Итерационный процесс сходится, если
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Выберем на отрезке [0; 1] произвольную точку х0. Пусть 
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- расходящийся итерационный процесс;


[image: image371.wmf]1

)

(

0

^

3

<

x

y

— сходящийся итерационный процесс.

Следовательно, для вычисления последовательных прибли​жений можно использовать только 
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Если 
[image: image376.wmf]e

£

-

1

2

x

x

, то х1 — корень уравнения.
В противном случае вычисляем 
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Затем снова проверка
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Если условие выполняется, то х2 — корень уравнения, в про​тивном случае вычисляется величина 
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. Процесс про​должается до тех пор, пока не будет достигнута требуемая точ​ность.
При составлении программы введены следующие обозначе​ния:
Х0 — предыдущее значение корня;
XI — последующее значение корня;
Eps — точность вычислений.
Программа
Program Рг;
Var
Eps, Х0, XI,С : Real;
Begin
Write (' Введите Х0, Eps'); Readln (X0,Eps);
Repeat
Xl:=(5·EXP(3·LN(X0))+3)/20;
C:=ABS(X1-X0);
X0:=X1;
Until С <= Eps;
Writeln(' Корень уравнения=',Х0);
Readln; End.


Пример 3.8. Методом итераций уточнить с точностью до 0,0001 корень уравнения 
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Решение

Первоначально корни уравнения определяем с точностью е = 0,1 графическим методом, а затем найденное значение корня уточняем до 0,0001.


Перепишем уровнение в виде 
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Если построить два графика :
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, то можно убедиться, что один корень равен ~1,1, а второй –[2,7;3,1].

Если предположить, что все условия для реализации расчетов по методу простой итерации выполнены, то подпрограмма  функция будет иметь вид
Функция

FUNCTION ITERI (X0:REAL;EPS:REAL;  KI:INTEGER) : REAL:
VAR

       X:Y :REAL;l

          K :INTEGER;

        BEGIN

              K : = 0

              Y := X0;

               REAPEAT    X : =Y;   Y : =FL:NCI (X);   INC 9K);

              UNTIL (ABS (X-Y) <EPS)  OR (K>K1);

 ITERI : =X;

END;
FUNCI (X) –программа –фукция, которая вычисляет ψ(х).

Если заранее неизвестно, выполняются условия или нет, то в подпрограмму- функция  следует включить дополнительную проверку:

Функция
FUNCTION ITER2 (ХО: REAL; EPS : REAL; KI : INTEGER) : REAL; VAR X, Y, EPS1, EPS2 : REAL;

К, L : INTEGER;

BEGIN
К := 0; Y := X0; L := 0; X := Y; Y := FUNCI (X); К := 1; EPS1 := ABS (X-Y);
REPEAT
X := Y; Y := FUNCI (X); INC (K); EPS2 := ABS (X-Y); IF EPS2 > EPS1 THEN L := 1; IF К > KI THEN L := 2; EPS I := EPS2;
UNTIL (EPS2 < EPS) OR ( L<>0 );
ITER2 := X;
END;
Пример 3.9 

Найти методом итераций корень уравнения 
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Решение
Пусть уравнение 
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 имеет один корень на отрезке 
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Этот метод заключаетcя в замене уравнения   
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 эквивалентным  ему уравнением вида 
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После этого строится итерационный процесс: на заданном
отрезке 
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 выберем точку х0 (нулевое приближение) и вычис-
лим 
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Таким образом, процесс нахождений корня уравнения сво-
дится к последовательному вычислению чисел:
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Процесс итераций продолжается до тех пор, пока 
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  — заданная абсолютная погрешность корня х.
Программа
program Рг; uses crt; var xO,xl,a,b,e: real;
iteraz: integer; function fun(x:real): real; begin
fun:=2.5-sqrt(x)-exp(l/3*ln(x));
end;
begin
clrscr;
write('Введите приближённое значение x='); readln(xl); \угке(’Введите точность e—); readln(e); iteraz:=0; repeat
iteraz:=iteraz+l; xO:=xl; xl:=fun(xO); until (abs(xl-xO)<=e);
|
writeln('PemeHMe уравнения:');
!
writelnfВычисленное значение корня...',x 1:6:5); writeln(’4Hcno итераций... iteraz);
j
writeln(’Программа закончена, нажмите Ent^.'); readln;

end.
Пример 3.10. Найти методом итераций корень уравнения  
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Решение
Исходное уравнение/следует привести к виду 
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Подпрограмма
procedure iter(a,b,eps,q:real; fn:func); {Метод простой итерации} 

function Fi(x:real):real; begin
Fi:=ln(x)/2+x; {Эквивалентная функция} 

end;

var n,i:\vord; x,xp:real; f:boolean; begin clrscr;
write('Введите кол-во итераций (>2)'); repeat {SI-}
readln(n);
{$]+}
until (IC)Result=0) and (n> 1); x:=Fi((b-a)/2); i:=l; f:=true; while (i<n) and f do begin
xp:=x; x:=Fi(x);
f:=abs((q*(x-xp))/( 1 -q))>=eps; {f:=abs(x-xp)>=eps;} i:=i+l; end;
if f then writeln('3a ',n,' итераций нельзя достигнуть корня') else begin
writeln('KopeHb вычислен с заданной точностью'); writeln('OTBeT:', х:7:4); writeln('F(x)=', fn(x):7:4);

 writeln(’Koл-вo итераций: i); end; readln; end;

Пример 3.11 Найти методом итераций с точностью е = 10"3 корень уравнения\лредставленного в виде
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Решение
Модернизируем методЧггераций так, чтобы он быстрее схо​дился. Для этого функцию 
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 разделим на коэффициент М, который является численнымхзначением производной функ​ции 
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 в каждой точке итерационного приближения. Главной особенностью метода итерационных приближений является вы​бор начального приближения, т. е. самого первого значения х, с которого стартует метод итераций.
Программа
program ITERAT; uses crt;
const max_iter=100; {максимальное количество итераций}
Var

i :integer; x,xO,eps,M :real; function F(x:real): real; {функция} begin
F:=5*x*x-exp(l-x)-4;
end;
begin {основная программа} clrscr;
write('Введите приближенное значение x-); readln(x);

write ('Введите точность вычислений eps=-); readln(eps); i:=0;
repeat
\
{коэффициент для улучшения схдхшмости}

M:=-(F(x+eps)-F(x-eps))/(2*eps); хО:=х;
x:=xO+F(xO)/M; inc(i); writeln('-b- Итерация i:3,' x—, x); writeln('F(x)=',F(x),' точность=’, abs(x-xO)); until (abs(x-xO)<=eps)or(i>max_iter);  if (abs(x-xO)<=eps) then writeln('OTBeT: X-, x) else writeln('OTBeT не найден! За ymax_iter:0,' шагов ');
Readln;
end.

3.6 Метод хорд
Если х0, х, — приближенные значения корня уравнения 
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 то последующие приближения находят по формуле
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Методом хорд называют также метод, при котором один из концов отрезка [а; b] закреплен (рис. 2.13), т. е. вычисление при​ближения корня уравнения f(х) = 0 производят по формулам
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Из рисунка 2.13 видно, что получаемые точки 
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 постепенно схо​дятся к корню уравнения. Поскольку в рассмотренном методе очередное Приближение хс определяется с помощью интерполя​ции, учитывающей наклон кривой 
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, он во многих случаях ока​зывается более эффективным, чем метод половинного деления.
Пример 3.12. Методом хорд найти корень уравнения 
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Решение
Положительный корень будет находиться на отрезке [1; 1,7], так как
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Найдем первое приближенное значение корня по формуле 
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Так как 
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, то,применяя вторично способ хорд к отрезку  [1,588; 1,7], найдем второе приближенное значение корня: 
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Теперь найдем третье приближенное значение: 
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После этого найдем четвертое приближенное значение:
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Следовательно , искомый корень с точностью до 0,01 равен 1,64.

Пример 3.13. Методом хорд найти корни уравнения 
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 с заданной  точностью ε.

Решение 

Введем следующие обозначения: 

А-начало отрезки; b- конец отрезка eps – погрешность вычеслений; х-искомое значение корня;  min-модуль значения производной функции в начале отрезка; d –модуль значения производной функции в конце отрезка; х0 –точка, в которой отыскивается производная. 

Программа 
Program kurs;

User crt;

   Var

   a,b,eps,x,min : real:

{вычесление заданной функции}
Function fx(x:real): real;

  Begin
        fx:=exp(x)10·x;

end;

{Функция вычисления производной и определение точности вычеслений}

{Вычисляем значение 2-й производной в точке (5·х0/4)} Function proizv(x0,eps: real): real;
Var dx,dy,dy2: real; 
begin 
dx:=l;
Repeat
dx:=dx/2; dy:=fx(x0+dx/2)-fx(x0-dx/2); dy2:=fx(5·x0/4+dx)-2·fx(5·x0/4); dy2:=dy2+fx(5·x0/4-dx);  
  Until abs(dy2/(2·dx))<eps; 

  proizv:=dy/dx;

  end;

{Уточнение количества знаков после запятой}

Function utoch(eps:real): integer;
Var k: integer;
begin
k:=-l;
Repeat
eps:=eps·10; k:=k+l;
Until eps>l;
utoch:=k;
end;
{Процедура определения наименьшего значения производной
на заданном промежутке}
Procedure minimum(a,b,eps: real; var min: real);
Var d: real;
begin
 a:=a-eps; b:=b+eps;

Repeat

 a:=a+eps; b:=b-eps; min:=abs(proizv(a,eps));
 d:=abs(proizv(b,eps)); If min>d Then min:=d 

Until min <>0

end;
{Процедура уточнения корня методом хорд}

Procedure chord (a,b,eps,min:real; var x:real);

Var    xl:rael;

   Begin 

       X1:=a;
Reapeat

X:x1=((b-x1)·fx(x1)) / (fx(b)-fx (x1)); x1:=x

Until abs (fx(x)) / min <eps End;

{Основная программа}
Begin
clrscr;
Writeln (’Введите начало отрезка а, конец отрезка b'); Readln (a,b);
Writeln ('Введите погрешность измерений eps');
Readln (eps);
minimum(a,b,eps,min);
chord(a,b,eps,min,x);
Writeln (’Корень уравнения x= ’,x:3:utoch(eps));
 Readln;
End.
3.7 Метод Ньютона 
Если 
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-начальное приближение корня уравнения 
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Если 
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 (первая и вторая производные) непрерывны и
сохраняют определенные знаки на отрезке 
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то, исходя из начального приближения 
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щего условию 
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, можно вычислить с любой точно-
стью единственный корень уравнения 
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На практике часто используют модификации метода Ньюто-
на, свободные от этого недостатка. Одно из упрощений сводится
к тому, что производная вычисляется только один раз в началь-
ной точке и затем это значение используется на всех последую-
щих шагах. Данная  модификация основывается на предположе-
нии о малом изменении производной вблизи корня.
Одной из наиболее известных модификаций является метод
секущих. В этом методе производная заменяется ее приближен-
ным значением: 
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В формуле для  
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[image: image440.wmf]0

¹

D

x

.  Геометрически это означает,
что приближенным значением корня считается точка пересечения секущей , проходящей через две точки функции 
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,  с осью абсцисс. Схема метода Ньютона показана на рис.2.14.
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Рисунок.14. Метод Ньютона (а) и метод секущих (б)
Выберем на отрезке 
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     Таким образом, процесс нахождения корня уравнения сводится к вычислению чисел 
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Процесс вычисления продолжается до тех порб пока не будет выполнено условие 
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Схема итерационного процесса метода Ньютона приведена на рис. 2.15, из которого понятно, что каждое следующее приближение может быть определено по формуле 
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Рисунок 15. Блок-схема агоритма Ньютона

Пример 3.14. Методом Ньютона (касательных) найти корень уравнения 
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Решение

В этом уравнении 


[image: image454.wmf]2

3

4

12

)

(

"

,

2

4

)

(

'

,

4

2

)

(

x

x

f

a

x

x

f

x

x

x

f

=

-

=

-

-

=

.

Так как f(x) и  f’”(x) при 
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  где 
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Применяем второй раз способ касательных: 
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 EMBED Equation.3  [image: image463.wmf]838
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Следовательно, искомый корень с точностью до 0,01 ра​вен 1,64.
Пример 3.15. Методом касательных найти действительный корень уравнения 
[image: image464.wmf]0

3

3

=

-

+

x

x

.
Решение
Записав данное уравнение в виде 
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 и построив гра​фики функций
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 найдем, что единствен​ный корень уравнения принадлежит отрезку [1; 2].
Определим отрезок меньшей длины, на котором находится корень.
Так как 
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 EMBED Equation.3  [image: image470.wmf]0
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то корень лежит на отрезке [1,2; 1,3]. Серединой этого отрезка является точка х= 1,25. По​скольку 
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 то искомый корень принадлежит отрезку [1,20; 1,25]. Данная функ​ция 
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 принимающие положительные значения на отрезке [1,20; 1,25]. В качестве начального приближения выберем 
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Результаты вычислений записываем в таблице 3.2, из которой видно, что искомый корень х=1,21341.

Таблица 3.2.
 Метод касательных 

	n
	
[image: image477.wmf]x

n


	
[image: image478.wmf])

3

(

3

-

+

=

n

n

n

x

x

x

f


	
[image: image479.wmf]2

1

3

)

(

+

=

¢

n

n

x

x

f


	
[image: image480.wmf]1

+

n

x



	0
	1,25
	0,203125
	5,6875
	1,214286

	1
	1,214286
	0,004738
	5,42347
	1,213412

	2
	1,213412
	0,000002
	5,4171107
	1,213412


4 Численное решение дифференциальных уравнений

4.1 Дифференциальные уравнения
Теория дифференциальных уравнений — раздел математики, который занимается изучением дифференциальных уравнений и связанных с ними задач. Ее результаты применяются во многих естественных науках, особенно широко — в физике.
Неформально говоря, дифференциальное уравнение - это уравнение, в котором неизвестной величиной является некото​рая функция. При этом в самом уравнении участвует не только неизвестная функция, но и различные производные от нее.
Дифференциальным уравнением называется уравнение, связы​вающее аргумент, функцию этого аргумента и производные этой функции до некоторого порядка включительно. Наивысшии по​рядок производной, входящей в дифференциальное уравнение, называется порядком уравнения.
Различают обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ) и дифференциальные уравнения в частных производных (ДУЧП).
Первоначально дифференциальные уравнения возникли из задач механики, в которых участвовали координаты тел, их ско​рости и ускорения, рассматриваемые как функции времени.
Обыкновенные дифференциальные уравнения - это уравнения вида 
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 - неизвестная функция (возможно, вектор-функция; в таком случае часто говорят о сис​теме дифференциальных уравнений), зависящая от переменной времени t, штрих означает дифференцирование по 
[image: image482.wmf]t

. Число 
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 на​зывается порядком дифференциального уравнения.
Дифференциальное уравнение в частных производных — это уравнение, содержащее неизвестные функции от нескольких пе​ременных и их частные производные.
Решение задач на нахождение функции по заданным свой​ствам сводится к решению уравнения, связывающего искомую функцию и величины, задающие ее свойства. Поскольку свой​ства функции выражаются через ее производные, то, решая ука​занную выше задачу, приходим к уравнению, связывающему ис​комую функцию и ее производные. Такие уравнения называют​ся дифференциальными. Решая полученное дифференциальное уравнение, находят искомую функцию.
Решением дифференциального уравнения называют любую функцию, при подстановке которой в это уравнение получается тождество. График решения дифференциального уравнения на​зывается интегральной кривой этого уравнения.
4.2 Численное решение задачи Коши

Решить задачу Коши на примере уравнения первого порядка
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Уравнения высших порядков можно свести к системе урав​нений первого порядка. Например, уравнение второго порядка

[image: image485.wmf])

,

,

(

y

y

x

f

y

¢

=

¢

¢


можно переписать в следующем виде:
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Где z — новая зависимая переменная, определяемая вторым уравнением. Теперь получается система уравнений относитель​но 
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и 
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- Решение этой системы дает функцию и ее производ​ную.
Построение численных алгоритмов решения уравнения опирается на дискретизацию задачи. Введем в области расчета 
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 в которых будет вычисляться приближенное ре​шение. Точки 
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- будем называть узлами интегрирования или узла​ми сетки (рис. 2.18), расстояние 
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 между узлами — шагом интег​рирования или шагом сетки. Совокупность всех узлов 
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 будем называть сеточной областью или просто сеткой узлов.
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Также будем пользоваться другими обозначениями: 
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— совокупность искомых приближенных значений решения задачи в узлах сетки;
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 — совокупность значений правой части уравнения в узлах.
Различные совокупности величин, отнесенных к узлам сет​ки, называются сеточными функциями.
Для характеристики точности численных методов определим погрешность приближенного решения следующим образом:
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где 
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— значение точного решения в узле сетки.

Метод, по которому получено численное решение, является методом /7-го порядка точности, если выполняется неравенство
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Переходим к обсуждению конкретных методов получения приближенного решения задачи в узлах сетки.
Простейший способ их конструирования опирается на заме​ну производной в левой части уравнения в окрестности каждого узла приближенным разностным отношением по формулам чис​ленного дифференцирования.
4.3 Метод Эйлера
Заменяя в (1) производную в окрестности каждого /-го узла сетки разностным отношением, приходим к методу Эйлера:
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Алгебраические соотношения между компонентами сеточной функции, которыми заменяются исходные дифференциальные уравнения в окрестности каждого узла сетки, будем называть разностными уравнениями (соотношениями).
Замкнутую систему разностных уравнений вместе с дополни​тельными условиями (начальными или краевыми) называют раз​ностной схемой. Таким образом, (2) — это разностная схема Эйлера.
Последовательные значения у,- вычисляются по формуле
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которая непосредственно следует из соотношения (2).
Метод Эйлера имеет очень простую геометрическую интер​претацию. Искомая интегральная кривая 
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 приближается к ломаной (рис.19), наклон которой на каждом элементарном участке 
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 определяется наклоном инте​гральной кривой уравнения в точке 
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[image: image507]
Рисунок 19. Интегральная кривая
Замечание. К этому же методу можно придти, заменяя производную в урав​нении (3) разностным отношением
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Последовательные значения 
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 в этом случа. вычисляются по формуле
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Однако при этом возникают некоторые трудности связанные с тем, что искомая величина 
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, входит в правую часть уравнения, причем, в общем случае, нелинейным образом. Эти трудности непринципиальны, достаточно вспомнить ® методах реше​ния нелинейных уравнений.

Например, можно предложить следующий итерационный процесс для вычисления приближенного решения в очередном 
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-м узле
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Такого рода методы, в которых для вычиcлeния приближен​ного решения в очередном 
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-м узле необходимо Дополнительно решать некоторые уравнения (линейные или нeлинейныe), на​зываются неявными методами. В противоположность этому мето​ды, в которых приближенное решение в очередном 
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-м узле явно выражается через предыдущие значения , 
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  называются явными методами. При этом, если для вычисления используется только одно предыдущее значение 
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, то методом нaзывaeтcя одношаговым, а если несколько предыдущих значений — много​шаговым. Таким образом, метод Эйлера является явным одноша​говым методом .(рис. 20).
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В основе метода Эйлера лежит идея графического построения решения дифференциального уравнения. Однако этот метод дает одновременно и способ нахождения искомой функции в таблич​ной форме.
Пусть дано дифференциальное уравнение у' = f(x, у). Найти приближенное численное решение этого дифференциального уравнения, т.е. составить таблицу приближенных значений функции y=y(x), удовлетворяющей заданным начальным условиям
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Приближенно можно считать, что правая часть в
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 остается постоянной на каждом из отрезков между точками де​ления. Метод Эйлера состоит в непосредственной замене произ​водной разностными отношениями по приближенной формуле
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Таким образом, получение таблицы значений искомой функ​ции 
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Геометрически эти формулы означают, что на отрезке 
[image: image540.wmf]]

;

[

1

+

i

i

x

x

интегральная кривая заменяется отрезком касательной к кривой (рис. 21, 22). 
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Рисунок 21. Касательные  образуют   ломаную              Рисунок 22. Касательная к кривой
Пример 4.1. Проинтегрировать методом Эйлера дифферен​циальное уравнение
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По начальным данным заполним первую строкv в столбцах (2) и (3).
Из уравнения 
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К содержимому столбца (3) прибавляем содержимое столбца (5) этой же строки (вычисляем 
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), и результат записы​ваем в столбец (3) следующей строки. Определяем 
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 и затем шаги повторяем до тех пор, пока не будет пройден весь отрезок.
Пример 4.2 Решить методом Эйлера дифференциальное уравнение 
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Решение: 
Табличный способ
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Программа

vаг x,y,a,b,h:real;   {Метод Эйлера}

 function f(x,y:real):real; 

begin f:= cos(y)+3*x;

 end; 

begin

write In ('введите у, а, b, h'); readln(y,a,b,h); 

x:=a;

 repeat

 writeln(x:0:3,' ',y:0:3);

 y:=y+h*f(x,y); 

x:=x+h; 

until x>b+0.1;

 readln; 

end.

Схема алгоритма показана на рисунке 23.
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Рисунок. 23. Блок-схема метода Эйлера
4.4 Метод Рунге — Кутта второго порядка.
Рассмотрим метод Рунге — Кутта второго порядка (метод Эйлера — Коши).
Геометрическая интерпретация метода приведена на рисунке 24. Где показано, как определяется направление интегральной кривой в исходной точке 
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 а в качестве окончательного выбирается сред​нее из этих направлений.
В этом методе величины 
[image: image561.wmf]1

+

i

y

 вычисляются по следующим формулам :

[image: image562.wmf]i

i

i

y

y

y

D

+

=

+

1

;  
[image: image563.wmf]2

1

i

i

i

y

y

y

D

+

D

=

D

,


[image: image564.wmf])

,

(

2

1

i

i

i

y

x

f

h

y

=

D

,    
[image: image565.wmf]))

,

(

,

(

2

2

i

i

i

i

i

y

x

hf

y

h

x

f

h

y

+

+

=

D

.

Тогда 
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Обозначим
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               Рисунок 24. Метод Рунге-Кутта
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Пример 4.3 Решить методом Эйлера дифференциальное уравнение 
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Программа

Program Rumgе; {Метод Рунге - Кутта 2-го порядка}

 Uses Сrt;
vаr z,x,y,a,b,h:real;
function f(x,y:real):real;

 begin
f:= cos(y)+3*x; 

end;
begin 

СlrSсr;
writeln('Bвeдитe у, а, b, h'); readln(y,a,b,h); x:-a; 

repeat

 writeln(x:0:3,' ',y:0:3); 

z:=y+h*y*(l-x);
y:=y+h*(f(x,y)+f(x+h,z))/2; x:=x+h; 

until x>b+0.1

; rеаdkеу; 

end.
5 Квадратурные формулы

5.1 Метод трапеций

 Приближенное значение определенного интеграла можно вычислить и иным способом. Заменим на отрезке [a, b] дугу 
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Это и есть формула трапеций  для приближенного вычисления интеграла.   

Погрешность вычисления
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для формулы трапеций оценивается так:  
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где точка 
  . В случае если 
 , вычисление по формуле.(1) дает значение интеграла с избытком; если 

, то интеграл вычисляется с недостатком.

Точность вычислений возрастает, если отрезок [a, b] разделить на несколько частей и применить формулу трапеций к каждому отрезку [image: image586.wmf]i
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Рисунок 1. Метод трапеций                                       Рисунок 2. Разбиение на 
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Для простоты вычислений удобно делить отрезок 
[image: image590.wmf]]

,

[

b

a

 на равные части, в этом случае длина каждого из отрезков разбиения есть 
[image: image591.wmf]n

a

b

x

i

/

)

(

-

=

D

. Численное значение интеграла на отрезке  
[image: image592.wmf]i

x

D

 равно


[image: image593.wmf]ò

+

+

+

×

-

»

1

2

)

(

)

(

)

(

1

i

i

x

x

i

i

x

f

x

f

n

a

b

dx

x

f


а на всем отрезке 
[image: image594.wmf]]

,

[

b

a

 соответственно


[image: image595.wmf]å

ò

å

-

=

+

-

=

+

+

-

=

+

×

-

»

1

0

1

1

0

1

2

2

)

(

)

(

)

(

n

i

i

i

b

a

n

i

i

i

y

y

n

a

b

x

f

x

f

n

a

b

dx

x

f


Так как под знаком суммы величины[image: image597.png]
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Эта формула называется общей формулой трапеций. Общую формулу трапеций можно переписать в виде 
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      Рисунок 3. Метод Симпсона                                       Рисунок 4. Разбиение на 
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Пример 5.1. Пользуясь общей формулой трапеций, вычислить 
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5.2 Метод парабол (метод Симпсона).
Точность приближенного интегрирования заметно возрастает, если подынтегральную функцию 
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В качестве интерполяционного многочлена воспользуемся многочленом Ньютона   
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Соотношение (6) называется формулой Симпсона. Формула Симпсона обладает повышенной точностью и является точной не только для многочленов второй степени, но и третей.

Погрешность формулы Симпсона
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оценивается следующим образом:

                                         
[image: image617.wmf]),

(

90

5

x

IV

y

h

R

-

=

                                                    (7)

где точка 
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Тогда численное значение определенного интеграла на отрезке 
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Соотношение (8) называется общей формулой Симпсона. Ее можно записать также в виде
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Пример 5.2. Вычислить по формуле Симпсона 
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Подставляя в подынтегральную функцию 
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5.3 Квадратурная формула Чебышева

П.Л. Чебышев предложил для вычисления определенных интегралов воспользоваться формулой
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в которой квадратурные коэффициенты  
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Для упрощения вычислений целесообразно выбрать 
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Где квадратурный коэффициент 
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Подставив многочлен (3)   в левую часть равенства (2) и проинтегриро​вав, получим
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В правую часть равенства (2) подставим значение многочлена (3) в узлах  
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Тогда равенство (2) примет вид
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Полученное равенство должно выполняться при любых значениях 
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Подставляя найденное для 
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 выражение в соотношение (2), получим формулу Чебышева:
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где точки
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 для различных п вычисляются заранее и сводятся в таблицу (см. табл. 1).
Таблица 1.

	Число ординат
	Значение абсцисса

	n=2

n=3

n=4

n=5

n=6

n=7
	     -x1=-x2=0,577350

     -x1=-x3=0,707107     x2=0

     -x1=-x4=0,794654    -x2= x3=0,187592

     -x1= x5=0,832498    -x2= x4=0,374541;     x3=0

     -x1=x6=0,866247     -x2= x5=0,422519;    -x3=x4=0,266635

     -x1= x7=0,883862     -x2= x6=0,529657;

     -x3= x5=0,323912      x4=0




В том случае, когда пределы заданного интеграла отличны от — и 1, формула Чебышева принимает следующий вид:
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имеют указанные в таблице значения.

Пример 5.2. С помощью формулы Чебышева вычислить
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, полагая а= 5.

Решение:

 Здесь отрезок интегрирования есть [0, 
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/2]. По формуле (8) получаем
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где
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Пользуясь таблицей 1, находим:
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 (1 -0,832498) = 7° 32,26';   
sin 
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=0, 13117;
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 = 0,47171;
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 (1 + 0) = 45° 00'$
                        sin
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Подставляя эти значения в формулу Чебышева, окончательно получим
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Так как точное значение интеграла равно 1, то погрешность приближенного значения составляет 0,0004%.
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Рисунок 20. Начальный шаг метода Эйлера
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